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In this study, topology optimization of the frequency for two materials composed of elastic and 
viscoelastic parts is presented. We conducted the two-step optimization for elastic and viscoelastic 
materials with objective functions for minimizing dynamic compliance and maximizing dissipation 
energy, respectively. The two-step optimization method is demonstrated on several examples under 
different frequency loading conditions. 
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1． 緒  言 
3Dプリント技術をはじめとして生産技術の向上に伴い，

力学的観点から設計の指針を提案してくれるトポロジー

最適設計技術が昨今のモノづくりをする上で重要なもの

になってきている．機械設計をする上で共振による破損

は事故につながる可能性があり，振動問題を熟慮するこ

とが重要である．制振材料としてゴム材料などに代表さ

れる粘弾性特性を有する材料が利用される． 
 粘弾性体の振動問題に対するトポロジー最適化に関す

る研究は，Liuら[1]が均質化法を用いて粘弾性体の周期微

細構造を設計対象として，固有振動数の実部と虚部の比

で表されるモード減衰係数を最大化する最適化を行って

いる．Delgado and Hamdaoui[2]はレベルセット法を用いて，

Liuらと同様にモード減衰係数を最大化する最適化を行

っている． 
粘弾性体の振動問題に対するトポロジー最適化に関す

る研究例は少なく，未だに知見は十分とは言えない．また，

実際の構造物においては強度を担保する鋼材などの材料

（弾性体）と制振材料（粘弾性体）を組み合わせて使用さ

れることが一般的である．そこで本研究では，弾性体，粘

弾性体の二材料を用いた振動問題に対するトポロジー最

適化を行う．弾性体と粘弾性体にはそれぞれ動的コンプ

ライアンス最小化と散逸エネルギー最大化（Takezawaら
[3]）の目的関数を設定して，二段階に分けた最適化を行

い，粘弾性体の振動問題に対しての有用性を検証するこ

とを目的とする． 

2． 粘弾性体に対する密度法 
線形粘弾性体の応力ひずみ関係式であるBoltzmannの

履歴積分は次式で表される． 

( ) ( )( )
t tt k t εσ τ τ

τ−∞

∂ = − ⋅ ∂ ∂ ∫  (1) 

ここで， ( ), ( ), ( )t t k tσ ε はそれぞれ，応力，ひずみの時間応

答，緩和関数である．式(1)をLaplace変換して，Laplace変
換変数を s iω= とすることで次式のようになる．i, ωはそ

れぞれ虚数と角周波数である． 

* *( )E iσ ω ε=  (2) 

ここで， *σ と *ε はそれぞれ応力とひずみの複素振幅であ

り， ( )E iω は複素弾性率であり，粘弾性体の周期振動に対

する応答を表しており， 

( ) ( )E i i k iω ω ω= ∗  (3) 

となる．式(2)は弾性体の静力学問題からのアナロジーに

よって，弾性体の静的問題におけるヤング率をE(iω)に置

き換えることで，粘弾性体の振動問題の解析を行うこと

ができる． 
本研究では，材料表現法としてSIMP (Solid Isotropic 
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Material with Penalization)法を用いる．また，アナロジーに

よって弾性体のヤング率を複素弾性率に置き換えること

で粘弾性材料特性を次式で規定する． 

0( ) ( )pE i E iω ρ ω=  (4) 

式(4)におけるペナルティ乗数pは3を使用する．本研究で

は，Fig.1に示す粘弾性固体の挙動を表す最も基本的なモ

デルである標準線形固体モデル（三要素モデル）を使用し

た．このモデルは平衡状態を表すバネ要素 eqE と，バネ要

素 1E と粘性を表すダッシュポット 1η を直列につないだ

Maxwellモデルを並行につなげたものである．標準線形固

体モデルに対応した緩和関数は次式で表される． 

1
1( )

t

eqk t E E e τ
−

= +  (5) 

複素弾性率は次式で表される． 
2

1 1 1 1
2 2

1 1

( )( )
1 ( ) 1 ( )eq
E EE i E iτ ω τ ωω

τ ω τ ω
= + +

+ +
 (6) 

式(6)の実部と虚部の比を損失正接と呼び，粘弾性体の

材料特性としての位相差を示している．本研究で使用し

た標準線形固体モデルでは，特定の周波数帯域では損失

正接が大きくなり，それ以外の部分では位相差がなく弾

性的挙動を示す． 

 
Fig.1 Standard linear solid model (three-element model). 

 

3． 解析モデルと解析条件・最適化問題の設定 
解析モデルをFig.2に示す．二次元矩形モデルの左端を

完全拘束し，先端に垂直方向に周期荷重を与える．解析モ

デルの詳細はTable1にまとめる．弾性体，粘弾性体の材料

定数はTable2に示す．粘弾性体の効果を反映させるため

弾性体は鉄鋼で設計領域内の90%削減し，粘弾性体のポリ

マー材は80%削減するよう設定した． 
 有限要素法によって離散化された系の運動方程式は次

式で与えられる． 

2( )M K U Fω− + =  (7) 

ここで，M, K, UおよびFはそれぞれ質量マトリックス，剛

性マトリックス，変位振幅ベクトルおよび節点外力振幅

ベクトルである．粘弾性体の場合には，剛性マトリックス

が虚部を持つ複素剛性マトリックスとなる． 
本研究では，弾性体と粘弾性体にそれぞれ動的コンプ

ライアンス最小化，散逸エネルギー最大化する目的関数

を設定した．弾性体の目的関数は次式で表される． 

2Minimize ( ) ( )U Fθ ω ω= ⋅  (8) 

 粘弾性体の目的関数はTakezawaら[3]が定義した複素動

的コンプライアンスを用いることで散逸エネルギーの最

大化を行った． 
*Maximize Im[ ] Im[ ( ) ( )]dl U Fω ω= ⋅  (9) 

ここで，上付きの*は複素共役転置を表している．設計変

数は各要素の密度比 iρ であり，制約条件は最適化後の体

積Vが最適化前の体積V0を超さないように次式の通りに

設定した． 

0Subject to 0,
0 1i

V V
ρ

− ≤

< <
 (10) 

 
Fig.2 Simulation model for the optimization. 

 
Table1 Details of the finite element model 

Size [mm] 100 × 100 
Number of elements 40 × 40 

Amplitude of load [N] 1 

 
Table2 Material constants of the model 

 Steel 
(Elastic) 

Polymer 
(Viscoelastic) 

Density ratio 0.10 0.20 
Young's modulus 

(𝐸𝐸𝑒𝑒𝑒𝑒) [MPa] 210 × 103 3 × 103 

Young's modulus 
(E1) [MPa]  17 × 103 

Poisson’s ratio 0.30 0.40 

Density [g/cm3] 7.8 × 10−9 1.12 × 10−9 

𝜏𝜏1  0.1 

 

4． 最適化手順 
本研究では弾性体と粘弾性体それぞれの最適化を二段

階に分けて行った．二段階最適化の行程をFig.3に示す．

弾性体の配置を行った後，密度比が十分に小さい値を下

回った要素で占められた空隙部分を設計領域に設定して，

粘弾性体の配置を行う． 
最適化アルゴリズムには，OC（Optimality Criteria）法を用

いている． 
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Fig.3 Procedure of two-step topology optimization. 

 

5． 最適化結果・考察 
本研究で使用した粘弾性モデルと材料特性の設定から

得られる損失正接をFig.4に示す．Fig.4(a)が式(6)から計算

される複素弾性率の実部E’と虚部E’’を示し，Fig.4(b)が損

失正接を示している．0.6 Hz付近で損失正接が最大となる

ことから，目的関数を評価する周波数を0.6 Hzとした．そ

のときの最適化結果をFig.5に示す．荷重の先端付近では

弾性体の外側に大きく粘弾性体が配置され，反対に固定

端付近では弾性体の内側に集中して粘弾性体が配置され

た結果となった．散逸エネルギーを最大化することによ

り，局所的に粘弾性体が配置されたと推測する． 
Fig.4(b)より損失正接が最も高い値から半減する4 Hz，

ほぼ0に等しくなる40 Hzでの最適化も同様に行い，位相

差と周波数の関係について考察する．Table3に目的関数，

トポロジー形状，荷重点の変位と荷重振幅の位相差（Uの
虚部 / Uの実部）の比較を示す． 

形状に関して0.6 Hzには見られなかった固定端付近で

孔が発生した．先端付近での粘弾性体の厚みが若干減っ

てはいるが，弾性体の外側に付着する形で粘弾性体が配

置された．周波数が上がるほど位相差と損失正接の値も

下がっていることが分かる．荷重点での位相差は0.6 Hzの
ときに最も大きくなっていて，損失正接の影響が大きく

現れていることが分かる． 

 

 
Fig.4 Loss tangent of viscoelastic model. 

 

 
Fig.5 Optimized topology (0.6 Hz). 

 
 

Table3 Comparison with the results  
for different frequencies load (0.6, 4 and 40 Hz) 

 

 

6． 結  言 
 本研究では，弾性体と粘弾性体からなる構造物の振動

問題に対するトポロジー最適設計を行った． 
弾性体と粘弾性体にはそれぞれ動的コンプライアンス

最小化と散逸エネルギー最大化の異なる目的関数を設定

して二段階最適化を実施した．その結果，粘弾性特性とし

ての位相差を表す損失正接が最適設計に反映され，明瞭

なトポロジーを得ることに成功した． 
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