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The purpose of this study is to propose s-version finite element mesh superposition method (s-FEM) using 

meshes bonded by the multi-point constraint (MPC) for improvement of the analytical accuracy. S-FEM 

is applied to improve the analytical accuracy of a nonconforming mesh modeled by MPC. A simple two-

dimensional static analysis was performed by applying the proposed method. The analysis accuracy was 

improved by a superimposing mesh on the multi-point constraint mesh. 

Key Words : S-version FEM, Multi-point constraint, Nonconforming mesh  

1． はじめに 

建築構造物と地盤の連成解析など，スケール差の大き

い解析モデルのメッシュ生成は，構造要素間においてメ

ッシュの整合性を保持する必要があり，モデル形状に合

わせたその手作業は多大な手間となる．その解決方法の

一つは不整合メッシュを使用できる計算理論を用いるこ

とであり，その一つに多点拘束法がある．多点拘束法は2

つのメッシュを独立に生成し，両者の指定した辺（または

面）に多点拘束条件を設定することでその辺と辺を結合

し，結合境界で不整合な１つのメッシュとすることがで

きる．ただし，結合境界のメッシュのサイズ比や物性値の

差，多点拘束条件を定義する際に設定するマスター，スレ

ーブの選び方が解析精度に悪影響を与える可能性が指摘

されている[1]． 

著者らは，整合性を考慮することなく2つのメッシュを

結合する方法として，はみ出しを有する重合メッシュ法

を提案した[2]．同手法はメッシュの重ね合わせる領域を十

分に確保すれば，結合境界周辺の解析精度を高めつつ不

整合メッシュを生成できる．一方，同手法による不整合メ

ッシュ生成の手間は多点拘束法より多く，特に3次元問題

ではそれが顕著に見られた． 

本稿では，多点拘束法で結合したメッシュを用いた重

合メッシュ法を試行し，多点拘束したメッシュにローカ

ルメッシュを重ね合わせることによる解析精度の向上効

果を調査する． 

 

2． 多点拘束法と重合メッシュ法の併用 

(1) 多点拘束法 

本稿では文献[3]で示された多点拘束法を2次元問題に用

いる．分割数の異なる2つのメッシュ（マスター，スレー

ブ）を結合するにあたり，その結合境界に課される多点拘

束条件式に含まれる係数行列は式(1)のようになる． 

𝐂 = [
𝑪𝟎 𝟎
𝟎 𝑪𝟎

] (1) 

𝐂0 = ∫ 𝑵𝐴
𝑇(𝒙)𝑵𝐵(𝒙)

Γ

𝑑Γ (2) 

 𝑵𝐴(𝒙)と𝑵𝐵(𝒙)は，式(3),(4)に示すように，それぞれスレ

ーブ側の形状関数を格納した行ベクトルと，スレーブ側

の形状関数と負符号のマスター側の形状関数を格納した

行ベクトルである． 

𝑵𝐴(𝒙) = ⌊𝑁𝑆
1(𝒙) … 𝑁𝑆

𝑛(𝒙)⌋ (3) 

𝑵𝐵(𝒙) = ⌊𝑁𝑆
1(𝒙) … 𝑁𝑆

𝑛(𝒙) −𝑁𝑀
1 (𝒙) … −𝑁𝑀

𝑚(𝒙)⌋ (4) 

多点拘束問題の基礎方程式は，2つのメッシュの剛性マ

トリックス𝐊とラグランジュ未定乗数λを含む式(5)のよ

うになる．𝐮，𝐟はマスターおよびスレーブの節点変位ベ

クトルおよび荷重ベクトルである． 

[𝐊 𝐂𝑻

𝐂 𝐎
] {
𝐮
𝛌
} = [𝐊 𝐂𝑻

𝐂 𝐎
] {
𝐮
𝛌
} = {

𝐟
𝟎
} (5) 

(2) 重合メッシュ法 

重合メッシュ法は解析モデル全体を表すグローバルモ

デルとその内部に重ね合わせたローカルモデルを定義し，

重ね合わせた領域内の変位場を両モデルの変位の和で表

す．これにより，重ね合わせた領域内のズーミングによる

解析精度の向上を図ることができる．重合メッシュ法の

基礎方程式は 式(6)のようになる． 

[ 𝐊
G 𝐊GL

𝐊LG 𝐊L
] {𝐮

G

𝐮L
} = {𝐟

G

𝐟L
} (6) 

ここで，𝐊G, 𝐊Lは離散化されたグローバルメッシュと
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ローカルメッシュの剛性マトリックス，𝐊GLは両メッシュ

の相互作用を表す連成項である．各記号の上添字はグロ

ーバル，ローカルに関する諸量であることを意味する． 

(3) 多点拘束法で結合したメッシュを用いた重合メッ

シュ法 

本稿では，多点拘束法を適用したメッシュを重合メッ

シュ法のグローバルメッシュとする定式化を示す．この

場合，(7)式のように(5)式の行列とベクトルをそれぞれ(6)

式の𝐊G，𝐮G，𝐟Gへ代入することになる． 

[
𝐊 𝐂 𝐊GL

𝐂 𝐎 𝐎
𝐊LG 𝐎 𝐊L

] {
𝐮
𝛌
𝐮L
} = {

𝐟
𝟎
𝐟L
} (7) 

この方程式を解いて得られる多点拘束メッシュの節点

変位𝐮を重合メッシュ法におけるグローバルメッシュの

節点変位とみなし，位置を考慮してローカルメッシュの

節点変位𝐮Lと足し合わせれば物理的な節点変位となる．  

3． 数値解析例 

図1のような1200mm×2400mmの2次元板のA上面へ均

等に鉛直荷重60kNを作用させた静的解析を行い，多点拘

束法，提案手法のFEM参照解に対するY方向節点変位の

L2ノルムを比較する．この比較により，ローカルメッシ

ュを重ね合わせることによる多点拘束モデルの解析精度

への影響を調査する． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図1 解析モデル 

 

提案手法による本解析モデルのモデリングには，図2(a)

に示す3種類のメッシュを重ね合わせたモデルを用いる．

板の下半分を表す2×2分割メッシュ（図2(b)）と上半分を

表す3×3分割メッシュ（図2(c)）は多点拘束法を適用した

グローバルメッシュのマスター，スレーブであり，ローカ

ルメッシュは多点拘束した辺に沿って重ね合わせた微細

メッシュ（図2(d)）とする．多点拘束法は提案手法のグロ

ーバルメッシュを構成する2つのメッシュ（図2(b),(c)）を

結合して求めた解析結果とする． 

比較対象のFEM参照解は，図3のように下半分を2×3分

割して上半分を3×3分割した整合メッシュを用いた解析

結果とする． 

L2ノルムは板の左側面に沿った縦一列に並ぶ6節点と，

結合境界線に沿った横一列に並ぶ4節点のY方向変位を用

いて計算する．提案手法と多点拘束法で2つの節点が重な

っている結合境界線上では，スレーブ側の節点だけを用

いることとする． 

L2ノルムの一覧を表1に示す．左側面と結合境界線のい

ずれにおいても提案手法は多点拘束法よりL2ノルムの値

が小さくなっている．このことから，多点拘束法で構築し

た不整合メッシュにローカルメッシュを重ね合わせるこ

とで解析精度の向上が期待できることが分かった． 

 

 

 

 

 

 

 

 

図2 提案手法，多点拘束法で用いたメッシュ 

 

 

 

 

 

 

図3 FEM参照解のメッシュとL2ノルム評価箇所 

 

表1 各評価箇所のL2ノルム 

  多点拘束法 提案手法 

左側面 1.4715E-03 1.1410E-03 

結合境界線 2.4464E-04 1.4190E-04 

 

4． まとめ 

本稿では多点拘束法の解析精度向上のために多点拘束

法と重合メッシュ法の併用を行うための定式化を示し，

単純な解析例に適用した．その結果，多点拘束したグロー

バルメッシュにローカルメッシュを重ね合わせた解析モ

デルは，多点拘束法を単独で用いるより解析精度が向上

することを確認した． 
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物性値 

 ヤング率  E = 125GPa 
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