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The contribution of this study is to propose a cohesive traction embedded constitutive law combined with 

shear-induced damage. The proposed constitutive law accommodates a hyperelasticity-based plastic 

model with the decomposition of the deformation gradient multiplicatively into separation-induced, elastic, 

and plastic parts. The plastic deformation gradient is further decomposed into energetic and dissipative 

parts to realize Bauschinger effect under cyclic loading. The energetic part of plastic deformation gradient 

contributes to an hyperelasticity-like energy related to kinematic hardening and leads to a back stress. 

Moreover, to realize both shear-lip fracture and flat fracture, shear-induced damage and cohesive traction 

separation law are introduced into the hyperelasticity-based plastic model. The shrinkage of yield surface 

that is caused by the rotation and elongation of voids in a shear band under low stress state is realized by 

the introduction of the shear-induced damage into the Tresca yield function. The evolution of shear-

induced damage is determined by the damage loading function corresponding to the plastic energy release 

based on thermodynamics. On the other hand, the stress release process along with the material separation 

due to void nucleation, growth and coalescence under high stress state is represented by the combination 

between the separation-induced deformation gradient and the cohesive traction separation law. 

Key Words: Ductile, Fatigue, Kinematic Hardening, Tresca model, Cohesive Zone Model 

1． 緒言 

橋梁や原子炉のような構造物が地震動のような繰り返

し載荷を受けると，溶接部や隅角部などの応力集中部で

塑性ひずみが蓄積する．さらに，塑性ひずみの蓄積によっ

て材料内部に損傷が発生し，延性破壊および疲労破壊が

生じることが懸念される[1]．したがって，構造物の安全性

の確保のためには，繰り返し載荷を受けた部材の強度お

よび靱性の予測が重要となる． 

単調載荷における延性破壊は，高応力下で静水圧応力

によって介在物の周辺でボイドが核生成・成長・合体する

ことで生じる平坦破壊，および低応力下で塑性変形によ

って形成されたせん断帯上でボイドが回転・伸長するこ

とで生じるシェアリップ破壊に大別される．これに対し

て，繰り返し載荷では，材料を一方向に負荷後，移動硬化

によって反対への塑性降伏の抵抗が小さくなる

Bauschinger効果が現れる．その後，塑性ひずみの蓄積に伴

って結晶粒内における転移の運動と転位組織に関連した

すべりの集積が発生し，材料の靭性が低下することで疲

労破壊が発生する．さらに，実際の破壊現象では，疲労破

壊および延性破壊の双方が複合して生じることもある．

したがって，数値シミュレーションによって構造物の強

度や靭性の低下を予測するためには，移動硬化則を導入

した材料モデルを構築する必要がある． 

新宅らによって提案された結合力埋込型構成則[2]は，各

物質点で材料内部のき裂の開口挙動に対応する見かけ上

の変形勾配，およびき裂開口と結合力の関係を導入し，結

合力と主応力のつり合いを考慮することで，延性破壊に

おける応力の解放過程を表現可能としている．また，移動

硬化則および塑性変形に誘起される損傷を導入すること

で，繰り返し荷重を受けた部材の強度・靱性の低下を表現

している．さらに，塑性モデルとしてせん断誘起損傷を組

み込んだTrescaの降伏関数を導入した結合力埋込型構成

則によって，単調載荷におけるシェアリップ破壊が表現

可能となる．しかし，繰り返しのせん断変形による損傷挙

動を正しく評価するには，移動硬化則とせん断誘起損傷

の双方を結合力埋込型構成則に導入する必要がある． 

疲労破壊時の繰り返し塑性挙動を表現する有限変形に

おける移動硬化弾塑性モデルの枠組みは大きく分けて，

背応力の発展則を速度形式で記述する速度型と，塑性変

形勾配テンソルの乗算分解を用いた乗算分解型の2つが

ある．速度型は客観応力速度を用いて拡張がなされるモ

デルであるため，特にせん断変形が与えられる問題にお

いて，採用した客観応力速度によって不自然な応力振動

を示すことが指摘されている[3-4]．一方，乗算分解型は，

塑性変形勾配テンソルをエネルギー消散部およびエネル

ギー貯蓄部に関する部分に乗算分解し，エネルギー貯蓄
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部に関する超弾性ひずみエネルギーを規定することによ

って移動硬化をモデル化するものである．すなわち，客観

応力速度を採用しないため、速度型で見られるようなせ

ん断変形が与えられる問題における不自然な応力振動が

生じないことが確認されている[5-6]． 

そこで本研究では，様々な応力状態において繰り返し

載荷を受ける金属材料の破壊挙動を表現するために，塑

性変形勾配の乗算分解による移動硬化則およびせん断誘

起損傷を導入した結合力埋込型構成則を提案する．  

2． 複合硬化則およびせん断誘起損傷を導入した

結合力埋込型構成則 

(1) 変形勾配テンソルの乗算分解 

変形の様子を定量的に表す変形勾配テンソル は， 

 

 （1） 

 

と乗算分解される．ここで，き裂開口誘起成分 は基準

配置 からき裂開口に関する中間配置 ，塑性成分 は

き裂開口に関する中間配置 から塑性変形に関する中間

配置 ，および弾性成分 は塑性変形に関する中間配置

から現配置 への変形をそれぞれ表す．さらに塑性変形

勾配テンソル は， 

 

 （2） 

 

と乗算分解される．ここで，エネルギー消散部である

はき裂開口に関する中間配置 から移動硬化に関係する

局所的な中間配置 への変形を表現し，エネルギー貯蔵

部である は移動硬化に関係する局所的な中間配置

から塑性変形に関する中間配置 への変形を表す．図1に，

提案する構成則における変形勾配の乗算分解による各配

置の関係を示す． 

基準配置 における右Cauchy-Greenテンソル ，およ

びき裂開口誘起に関する右Cauchy-Greenテンソル は， 

 

 （3） 

 （4） 

 

と表される．き裂開口に関する中間配置 における塑性

右Cauchy-Greenテンソル ，塑性のエネルギー消散部に

関する右Cauchy-Greenテンソル ，およびき裂開口に関

する速度勾配テンソル は， 

 

 （5） 

 （6） 

 （7） 

 

と表される．移動硬化に関係する局所的な中間配置 に

おいて，塑性のエネルギー貯蓄部に関する右Cauchy-Green

テンソル ，および塑性のエネルギー消散部に関する速

度勾配テンソルは ， 

 

 （8） 

 （9） 

 

と表される．塑性変形に関する中間配置 における弾性

右Cauchy-Greenテンソル ，および塑性速度勾配テンソ

ル は， 

 

 （10） 

 （11） 

 

と表される． 

(2) Helmholtzの自由エネルギー 

各ひずみ的変数に対応する応力的変数および構成則を

導出するために，Helmholtzの自由エネルギー は， 

 

（12） 

と与えられる．ここで， はせん断誘起損傷変数， は

累積塑性ひずみ， は損傷に関する熱力学的応力の硬化

に関する内部変数， はき裂開口変位である．また，超

弾性に関するひずみエネルギー ，移動硬化に関する

ひずみエネルギー ，等方硬化に関するひずみエネ

ルギー ，せん断誘起損傷に関するひずみエネルギ

ー ，およびき裂開口に関するひずみエネルギー

は， 

 

 

 

（13） 

 
 

（14） 

 

 

 

(15) 

 

 

 

(16) 

 

 

(17) 

図 1 変形勾配の乗算分解による各配置の関係 
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と定義される．ここで， と は弾性に関する材料定数， 

は移動硬化に関する材料定数， ， ， は等方硬化に

関する材料定数， ， ， はせん断誘起損傷に関する

材料定数， は要素の代表長さ， は臨界エネルギー解放

率，および は臨界き裂開口変位である． 

(3) 超弾性構成則 

中間配置 における第二Piola-Kirchhoffテンソル ，

Mandel応力 ，および背応力テンソル は， 

 

 （18） 

 （19） 

 （20） 

 

と導出される．移動硬化に関係する局所的な中間配置

において，Mandel応力に類似した移動硬化変数テンソル

は， 

 

 （21） 

 

となる．  

(4) 結合力埋込型構成則 

有限変形理論に基づく結合力埋込型構成則[2]では，各物

質点において仮想的なき裂面を仮定する．各方向の開口

変位に伴う見かけ上の開口変位 を用いて，き裂の開口

による見かけ上の変形勾配 は， 

 

 
 

（22） 

 

とスペクトル分解される．ここで， は応力の固有ベク

トルである．結合力埋込型構成則の概念図を図2に示す．

提案する構成則では，図2のように代表長さの連続体の内

部に仮想的なき裂が発生することを想定する．結合力埋

込型構成則ではき裂と主応力の方向が一致しているもの

と仮定しているため，結合力 と を参照するMandel応

力 の固有値 のつり合い式は， 

 

 （23） 

 

と表される．ここで，RiceとWangの指数型結合力モデル

[7]を採用すると，結合力 は， 

 

 （24） 

 

と導出される． 

(5) 複合硬化則およびせん断誘起損傷を導入した

Trescaの降伏関数 

本研究では，シェアリップ破壊における塑性および移

動硬化に関するひずみエネルギーの解放過程を再現する

ために，せん断誘起損傷を導入したTrescaの降伏関数を採

用する．まず，背応力 およびMandel応力 を用いて，相

対応力テンソル は， 

 

 （25） 

 

と定義される．相対応力テンソル およびせん断誘起損

傷変数 を導入することで，移動硬化による影響および

降伏曲面の収縮を表現可能としたTrescaの降伏関数は， 

 

 （26） 

 

と表される．ここで，Voce硬化則を導入した降伏応力

は， 

 

 （27） 

 

と表される．また，塑性変形速度テンソル ，塑性変形

のエネルギー消散部に関する変形速度テンソル ，およ

びの累積塑性ひずみ の発展則は， 

 

 

 

 

（28） 

 

 

 

（29） 

 
 

（30） 

 

と表される．ここで， は塑性乗数，および は塑性変

形のエネルギー消散部に関する材料定数である． 

(6) 損傷負荷関数 

せん断誘起損傷変数を発展させるための損傷負荷関数

は， 

 

 （31） 

 

と表される．ここで，塑性に関するひずみエネルギーの解

図 2 一次元における結合力埋込型構成則の概念図 
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放率を表す熱力学的応力である は， 

 

 （32） 

 

と導出される．また，損傷に関する未定乗数 を用いて，

せん断誘起損傷変数 および熱力学的応力 の硬化に関

する内部変数 の発展則は， 

 

 （33） 

 （34） 

 

となる． 

3． 数値解析例 

本章では，塑性変形勾配テンソルの乗算分解を用いた

移動硬化則を導入したTrescaモデルを用いた数値解析例

を示す．解析モデルは1要素とし，要素の上下端面に繰り

返し荷重を与えるものとする．また，表1に本数値解析で

用いた材料定数を示す． 

図3に数値解析によって得られた応力-ひずみ関係を示

す．図3より，引張状態で硬化した応力に対して，圧縮状

態での降伏応力が小さくなっていることがわかる．すな

わち，移動硬化によって反対への塑性降伏の抵抗が小さ

くなるBauschinger効果が確認された．したがって，塑性変

形勾配テンソルの乗算分解を用いた移動硬化則はTresca

モデルに適用することが可能である． 

4． 結言 

本研究では，塑性変形勾配の乗算分解による複合硬化

およびせん断誘起損傷を導入した結合力埋込型構成則を

提案した．また，結合力モデルおよびせん断誘起損傷を除

いた，塑性変形勾配テンソルの乗算分解を用いた移動硬

化則を導入したTrescaモデルを用いた数値解析を実施し

た．なお，本講演では，種々の応力状態において繰り返し

載荷が与えられる問題に対して，結合力モデルおよびせ

ん断誘起損傷についても適用した構成則を用いた数値解

析例を示す． 
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表 1 材料定数 

図 3 応力-ひずみ関係 
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