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S-IGA (S-version Isogeometric Analysis)を用いた線形破
壊力学解析の高精度化に関する研究

（ローカルとグローバルパッチのサイズ比と要素細分化
の影響）

A Study on Accuracy of Linear Fracture Mechanics Using the S-Version Isogeometric
Analysis.
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S-version Isogeometric Analysis Applying the idea of S-version Finite Element Method was studied to
improve the accuracy of linear fracture mechanics analysis. The relationship between the size ratio of global
and local patches and element subdivision was clarified, and make guidelines to ensure the accuracy of the
analysis.
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1. 緒言
機械部品を設計する際の一般的な手順として，まず

CAD（Computer Aided Design）を用いて設計モデルを
生成し，そこから有限要素法（Finite Element Method,
FEM）の解析モデルを生成して解析を行っている．しか
し，解析を行うために生成されるFEMモデルは多項式に
よる形状表現であるため，厳密な幾何形状を表現できず
形状誤差を発生させる原因となっている．[1,2]この問
題点に対するアプローチの１つとして，Hughesらによっ
て提案されたアイソジオメトリック解析（Isogeometric
Analysis, IGA）が近年注目されている．IGAは，厳密な
幾何形状を表現することが可能な非一様有理 Bスプラ
イン（NonUniform Rational B-spline, NURBS）を FEM
の幾何表現および形状関数として用いた解析手法であ
る．これにより，IGAでは形状誤差を発生させずに解
析を行うことができ，解析の精度向上が見込まれる．
また，構造物の設計に際して，安全性を確保する上で
破壊力学解析を行うことは非常に重要であり，IGAを
用いた破壊力学解析の研究も行われている．き裂問題
に関しては FEMにおける Barsoumの特異要素 [3]と類
似の幾何学マッピングの考え方を IGAに持ち込んだ特
異パッチ法 [4]がある．特異パッチ法を用いることで，
き裂先端近傍の応力特異性を表現できるため高精度に
き裂問題の解析を行うことが可能となる．特異パッチ
法は二次元問題に対し，Okadaら [4]に提案され，精度
に対する詳細な検討が示された後、Omarら [5]により

三次元問題へ適用されている．
構造物の破壊力学解析では，き裂を含む問題などの
応力特異性を有する問題の解析を行うため，詳細形状
のモデリングが必要となる．しかし，船舶などの大規
模な構造物の全体構造を詳細に表現したモデルを用い
て解析を行うことは，解析時間やモデル生成コストな
どの観点から好ましくない．そこで，全体構造は比較
的粗いモデルで解析をして，応力集中部などの詳細な
挙動を知りたい構造部は精密な要素細分化を行ったモ
デルを用いて解析を行うマルチスケール解析手法が１
つのアプローチとして用いられている．この手法を用
いることにより，精密な要素細分化を行うのがローカ
ルモデルのみとなることや，全体モデルと局所モデル
を別々に生成することで問題ごとに解析モデルを再生
成する必要がないことから解析時間やモデル生成コス
トを削減できるなどの利点がある．[6]

IGAを用いたマルチスケール解析手法には，FEMの
重合メッシュ法（S-Version Finite Element Method, S-
FEM）[7,8] の考え方を IGA に適用した重合パッチ法
（S-Version Isogeometric Analysis, S-IGA）[9,10,11]があ
り，これは全体モデルにあたるグローバルパッチと局所
モデルであるローカルパッチを重ねて同時に解析を行
う手法である．この手法は，グローバルパッチとロー
カルパッチが互いに独立に生成されるため，柔軟なモ
デリングが可能である．
線形破壊力学解析では，応力特異性の強さを表す応
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力拡大係数（Stress Intensity Factor, SIF）が最も重要な
破壊力学パラメータとして知られており，この値を用い
てき裂先端近傍の評価を行うことができる [12,13]．線
形弾性問題において，混合モードにおける各モードの
応力拡大係数は Yanらが提案した相互積分法を用いる
ことにより計算することができる [14]．
重合パッチ法および特異パッチ法を用いてローカル
パッチにき裂を表現し，相互積分法により各モードの応
力拡大係数を求めることにより，き裂を含む混合モー
ド下の線形破壊力学解析を効率的に行うことが可能で
ある．
本報では，重合パッチ法を用いた線形破壊力学解析
において，グローバルパッチとローカルパッチの寸法
比や要素細分化の影響を検証し，高精度解析を行うた
めのガイドラインについて報告する．

2. アイソジオメトリック解析（Isogeometric analysis,
IGA）[1,2]

IGAは NURBS基底関数が形状関数として用いられ
ている．NURBSは Bスプラインに重みを導入したも
のであり，Bスプラインはパラメータ空間座標の並び
を示す単調増加数列であるノットベクトルから構成さ
れる．
次数を p,ノットベクトルをΞ={ξ1，ξ2,…,ξn+p+1}(ξi ∈
ξi+1)とすると，n個の Bスプライン基底関数は以下の
ように定義される．p = 0において

Ni,0(ξ) =
{

1 (ξi ≤ ξ < ξi+1)
0 (otherwise)

(1)

p ≥ 1において

Ni,p(ξ) =
ξ − ξi
ξi+p − ξi

Ni,p−1(ξ)+
ξi+p+1 − ξ
ξi+p+1 − ξi+1

Ni+1,p−1(ξ) (2)

Bスプライン曲線は Bスプライン基底関数の線形結
合により構築される．基底関数の係数としてコントロー
ルポイントBi(i = 1, 2, ..., n)を与えると，Bスプライン
曲線 C(ξ)は以下の式で定義される．

C(ξ) =
n∑

i=1

Ni,p(ξ)Bi (3)

また，NURBS基底関数は，Bスプライン基底関数に
対して重み wi を用いて以下の式により定義される．

W(ξ) =
n∑

î=1

Nî,p(ξ)wî (4)

Rp
i (ξ) =

Ni,p(ξ)wi

W(ξ)
=

Ni,p(ξ)wi∑n
î=1

Nî,p(ξ)wî
(5)

NURBS曲線は，Bスプライン曲線と同様，NURBS
基底関数にコントロールポイントBiを与えることによ
り，定義される．

D(ξ) =
n∑

i=1

Rp
i (ξ)Bi (6)

なお，IGAではノットが要素境界として用いられ，要
素長さはノット区間の距離として定義される．

3. 重合パッチ法（S-Version Isogeometric Analysis, S-
IGA）[9]

S-IGAは，図 1で示すようなグローバルパッチとロー
カルパッチを重ねて同時に解析を行う手法である．こ
こでは，線形弾性問題を仮定し S-IGAの定式化を行う．
グローバルパッチ領域 ΩG およびローカルパッチ領
域ΩLでそれぞれ独立な変位場が定義されており，領域
ΩL の変位は以下のように定義される．

u(x) =
{

uG(x) in ΩG −ΩL

uG(x) + uL(x) in ΩL (7)

ただし，パッチ境界 ΓGLにおける変位のC0連続性を
保証するために，以下の条件を課す．

uL(x) = 0 on ΓGL (8)

領域 ΓG, ΓL において，変位場とひずみ場は各領域に
おけるNURBS基底関数マトリクスNG，N Lとコント
ロールポイント変数ベクトルBG, BL，変位・ひずみマ
トリクス dG, dL を用いて以下の式で定義される．

uG =NGdG (9)

uL =N LdL (10)

ϵG = BGdG (11)

ϵL = BLdL (12)

上記の各仮定を仮想仕事の原理に代入すると，以下
のような離散化方程式が導かれる．

[
KG KGL

KGLT
KL

] {
dG

dL

}
=

{
fG

f L

}
(13)

ここで，KG, KL およびKGL は変位-ひずみマトリ
クス B と弾性マトリクスD を用いて，以下の式によ
り定義される．
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KG =

∫
ΩG

BGT
DBGdΩ (14)

KL =

∫
ΩL

BLT
DBLdΩ (15)

KGL =

∫
ΩL

BLT
DBGdΩ (16)

KG, KL はそれぞれグローバル領域およびローカル
領域で定義される剛性マトリクスであり，KGL は結合
剛性マトリクスと呼ばれる両パッチの連成をなすマト
リクスであり，ローカルパッチに対する体積積分によ
り計算される．

Fig. 1 Concept of S-IGA.

4. 相互積分法（Interaction Integral Method, IIM）[14]
相互積分法は，線形弾性体に対してエネルギ解放率
と J積分が一致することを利用し，混合モード破壊問
題の応力拡大係数を計算する手法である．
図 2のような弾性変形した物体の独立した 2つの平
衡状態を考え，この 2つの弾性問題 (1),(2)の解をそれ
ぞれ上付き文字 (1),(2)と記述し，さらに，それらの重
ね合わせたの解を上付き文字 (0)とする．このとき，2
つの場を重ね合わせた時の変位 ui，ひずみ ϵi j，応力 σi j

は以下のように表される．

u(0)
i = u(1)

i + u(2)
i , ε

(0)
i j = ε

(1)
i j + ε

(2)
i j ,

σ(0)
i j = σ

(1)
i j + σ

(2)
i j

(17)

よって，重ね合わせ場でのひずみエネルギ密度Wは
以下のようになる．

W (0) =
1
2
σ(0)

i j ε
(0)
i j =

1
2

(
σ(1)

i j + σ
(2)
i j

) (
ε(1)

i j + ε
(2)
i j

)
= W (1) +W (2) +W (1,2)

(18)

ここで，上添え文字 (1)は問題を重合パッチ法解析か
ら得られた実場，上添え文字 (2)は問題を Irwinのき裂
近傍の厳密解の場として定義した補助場とする．
モード Iの変形のみを受けるような補助場を上付き文
字 2a，モード IIの変形のみを受けるような補助場を上
付き文字 2bで示す．混合モードにおけるモード Iまた
はモード IIの応力拡大係数は，図 3に示すようなき裂
先端を含む領域積分として以下の式により求められる．

K(1)
I = −

E′

2

"
A

δ1iW(1,2a) −

σ(1)
i j

∂u(2a)
j

∂x1
− σ(2a)

i j

∂u(1)
j

∂x1


 ∂q∂xi

dA (19)

K(1)
II = −

E′

2

"
A

δ1iW(1,2b) −

σ(1)
i j

∂u(2b)
j

∂x1
− σ(2b)

i j

∂u(1)
j

∂x1


 ∂q∂xi

dA (20)

ここで E′は材料定数であり平面応力状態，平面ひず
み状態のそれぞれにおいて，以下の値となる．

E′ =
{

E (Plane stress)
E

1−v2 (Plane strain)
(21)

ここで，q は仮想き裂進展量を表すスカラ関数であ
り，以下の式により定義される．

q (x) =

1 on Γϵ
0 on Γ

(22)

Fig. 2 Superposition field.
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Fig. 3 domain of integration.

5. 数値解析
(1) 一様引張応力を受ける中央に傾いたき裂を有する

平板の S-IGA解析
S-IGAを用いた線形き裂問題解析において，グロー
バルパッチと特異パッチによりき裂を表現したローカ
ルパッチの関係性を検証するための解析を行った．高
精度解析を保証するためのローカルパッチ領域がき裂
先端からどの程度の長さを確保する必要があるのかを
示すために，図 4で示すようなローカル代表寸法 rとグ
ローバルパッチの要素長さ Lgをパラメータとした解析
を行った．

Fig. 4
Local representative size and global element size
in crack model.

解析対象は,図 5に示したような中央にα=30°, 45°
傾いた 20mmのき裂を有する縦 200mm，一様分布荷重
（1MPa）を受ける，長さ 200mm，幅 100mmの帯板であ
る．一様引張解析を行い相互積分法により得られた応
力拡大係数を参照解 [13]と比較する．境界条件は，図
6に示し，グローバルパッチは (x, y) = (−50, 0)で変位
uy = 0，(x, y) = (0, 0)で変位 ux = uy = 0とし，ローカル
パッチの外側境界の変位は零としている．なお，ロー
カル・グローバルパッチともに基底関数は 3次として
いる．平面ひずみ状態，数値積分には 4 × 4のガウス ·
ルジャンドル積分法を用いた．連立一次方程式の求解
には共役勾配法 (Conjurate Gradient Method，CG法)を
用い，収束判定の相対誤差は 10−5とした．材料のヤン
グ率，ポアソン比は 206GPaと 0.3とした．

Fig. 5
Center slant cracked plate recieved uniform ten-
sion.

Fig. 6
Global patch and Local patch of center slant
cracked plate [(a) Global patch (b) Local patch].

本解析で用いた，グローバルおよびローカルパッチを
図 7に示す．図においてパッチ境界を実線で要素境界
を破線で表示している．ローカルパッチはき裂先端で
の応力特異性を示すために特異パッチを使用している．
グローバルパッチは要素寸法 Lgが 10mm, 5mm, 2.5mm
のものをそれぞれ使用し，ローカルパッチは正方形とし
て要素寸法を 1mmが代表寸法 rが 2mm, 4mm, 6mm,...,
20mmのものをそれぞれ用いて解析を行い，r/Lgと誤
差率の関係を調べた．なお，誤差率の計算には以下の
式を用いた．

Error =
∣∣∣∣∣ Numerical solution − Reference solution

Reference solution

∣∣∣∣∣ × 100 (23)
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Fig. 7
Global and Local discretized model [(a) Global
model (b) Local model].

Fig. 8
Transition of mode I ERROR

(tilt angle is 30°).

Fig. 9
Transition of mode II ERROR
(tilt angle is 30°).

Fig. 10
Transition of mode I ERROR
(tilt angle is 45°).

Fig. 11
Transition of mode II ERROR
(tilt angle is 45°).

図 8から 11に示す結果により，r/Lgが小さいと大き
な誤差が発生し，r/Lg ≥ 1とした場合は精度がおおよ
そ同等になることが確認された．

6. 結言
本研究では，重合パッチ法を用いたき裂を含む線形
破壊力学問題の高精度化に対する検証を行った．精度
を保証するためには，ローカルパッチにおけるき裂先
端からの領域を十分に確保する必要がある．r/Lgを１
以上にすることが推奨される．
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