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粒子法におけるポアソンソルバの
マルチグリッド法を用いたGPU高速計算
Fast GPU computation of the Poisson solver in particle method

using multigrid method
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Fast GPU computation of the Poisson solver in the MPS method is investigated using the multigrid method.
We constructed a bucket-based multigrid which determines the coarse grid from the particle location. In
the conversion between fine and coarse grids, a scale corrected cycle is invoked to accelerate convergence.
We also examined mixed-precision and sparse matrix-vector multiplication optimized for GPU calculations.
For the benchmark problems of the Poisson equation and dam-break simulations in 2D and 3D, we have
confirmed the significant speedup of the proposed method.
Key Words : MPS method, Pressure Poisson equation, Bucket-based multigrid, Parallel computing,

GPU

1. はじめに
連続体の数値解析手法として、移動する粒子を計算
点として用いる粒子法がある。粒子法は格子法に比べ
て大変形を柔軟に取り扱うことができ、自由表面をと
もなうような複雑な流れも特別なスキームなしに表現
することができる。非圧縮性流体を扱う MPS法 [1,2]
や ISPH法 [3]では圧力のポアソン方程式を解く必要が
あり、大規模な疎行列線形連立方程式の求解を必要と
する。現在は高速なポアソンソルバとしてマルチグリッ
ド法 [4]が注目を集めており、粒子法へ適用した事例も
存在する [5,6]。一方、GPUを用いた粒子法高速計算の
研究 [7,8]も行われているが、ポアソンソルバには並列
計算が容易な対角スケーリング付き CG法が用いられ
ることが多い。格子法では赤黒順序付けを用いてマル
チグリッド法を並列化することができる [9]が、粒子法
では多色順序付けをGPU上で効率的に適用することが
困難であり、CPU上での逐次計算に留まっている。
本研究ではMPS法におけるポアソンソルバに対して
並列計算可能なマルチグリッド法を提案する。さらに
粒子法に適した高速化手法を取り入れ、GPUへの最適
化を行う。

2. MPS法
ここでは非圧縮性流体を扱うMPS法 [1]～[3]につい
て説明する。支配方程式はナビエストークス方程式と
非圧縮条件

Du
Dt
= − 1
ρ0
∇p + ν∇2u + g (1)

∇ · u = 0 (2)

である。ここで、 D
Dt はラグランジュ微分、uは速度、t

は時間、ρ0は密度定数、pは圧力、νは動粘性係数、g

は重力加速度である。MPS法では次式のように粘性項
と重力項を陽的、圧力勾配項を陰的に求める。

uk+1
i − uk

i

∆t
= − 1
ρ0
⟨∇P⟩k+1

i + ν⟨∇2u⟩ki + gk (3)

ここで、⟨ ⟩は粒子間相互作用モデル、上付き添字 kは
時間ステップ、下付き添字 iは粒子番号を表す。次の圧
力に関するポアソン方程式を解くことで pk+1を求める。

−⟨∇2 p⟩k+1
i =

ρ0

∆t2

n∗i − n0

n0 (4)

ここで、nは粒子数密度、n0 は基準粒子数密度、上付
き添字 ∗は仮時刻を示す。MPS法では粒子間相互作用
の影響半径を re として、次の重み関数を用いる。

w(r) =
{ re

r − 1 (0 < r < re)
0 (re ≤ r)

(5)

また、粒子数密度を次式で求める。

ni =
∑
j,i

w(ri j) (6)

ここで、ri j は粒子 iと jの粒子間距離である。ラプラ
シアンの粒子間相互作用モデルは次式である。

⟨∇2ϕ⟩i =
2d
λ0n0

∑
j,i

(ϕi j)w(ri j) (7)

λ0 =
1
n0

∑
j,i

(r0
i j)

2w(ri j) (8)

ここで、ϕi j = ϕi − ϕ j、dは次元数、上付き添字 0は基
準初期位置を表す。
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3. 粒子法におけるマルチグリッド法
(1) マルチグリッド法
本節では粒子法におけるポアソン方程式にマルチグ
リッド (MG)法 [10,11]を適用する方法について述べる。
粒子法におけるポアソン方程式 (4)を離散化した線形連
立方程式

Az = b (9)

を考える。ここで、Aは ∇2 を離散化した係数行列、z
は方程式の解、bは式 (4)の右辺に対応するソース項で
ある。

MG法はより粗いグリッド上で離散方程式を生成し、
細かいグリッド上での残差を粗いグリッド上の方程式
で解く。この操作をグリッド数が十分小さくなるまで
再帰的に実行することで低周波数成分の残差を効率的
に減衰させることができる。MG法の 1反復の大まか
な流れは次である。
1. 緩和 (pre-smoothing) 定常反復法などによるスムー

ジングを数回適用する
2. 制限 (restriction) 残差を粗いグリッドへ落とし込む
3. コースグリッド修正 粗いグリッド上で近似解を求め

る
4. 補間 (prolongation) 近似解を細かいグリッドへ補間

する
5. 緩和 (post-smoothing) スムージングを数回適用する
スムージングにはヤコビ法やガウスザイデル (GS)法

[10]、並列計算では赤黒順序付け SOR法 [9]などが使
用される。
細かいグリッド数を n f、粗いグリッド数を ncとする
と、補間には n f × ncの補間行列 Pが用いられ、制限に
は Pを転置した制限行列 P⊤ を用いる。粗いグリッド
上の係数行列 Ac は細かいグリッド上の係数行列 A f と
補間行列からガラーキンコースグリッド近似 [10]を用
いて次で求める。

Ac = P⊤A f P (10)

本研究で使用する MG法の概要を図-1に示す。MG
法の深さをレベル ℓと呼び、粒子に関する方程式 (9)は
レベル 0、以降グリッドが粗くなるほどレベル数は大き
くなる。最も深いレベルをボトムレベルと呼ぶ。MG法
の 1反復は cycleと呼ばれ再帰関数で書かれる。再帰部
分であるコースグリッド修正を何度行うかで cycleの形
が決まり、図-1のように 1度行うものを V-cycle、2度
行うものをW-cycleと呼ぶ。cycleに関する詳細な説明
については [5,6]を参照していただきたい。
本研究では並列計算のために、全てのスムーザにヤ
コビスムーザを採用する。ボトムレベルでも数回のス
ムージングを適用するだけとする。スムージングの回
数はプレスムージング 1回、ポストスムージング 1回、
ボトムレベルのスムージング 2回とした。nc ≤ 1024と
なったレベルをボトムレベルとして再帰を終了する。図
1のように MG法は前処理 [6,11]として使用し、メイ
ンソルバには共役勾配 (CG)法を使用するMGCG法を
採用する。
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(2) バケットに基づくマルチグリッド法
粒子法にはグリッドが存在しないため、前節で述べ
た粗いグリッドをどのように定義するかが問題となる。
係数行列のみから代数的に粗いグリッドを決定する代
数的MG法 [5]と、粒子位置から空間を格子状に分割し
たバケットを用いて粗いグリッドを決定するバケット
に基づく MG(BMG)法 [6]がある。本研究では並列化
が容易である BMG法を採用する。

BMG法とは、図-2で示すように計算領域を格子状の
バケットに区切り、同じバケットに属している粒子また
はセルを 1つのセルにすることで粗いグリッドを決定
する方法である。粒子法の場合は図-2のように粒子位
置から粒子を適当なサイズのバケットで区切り、レベル
が 1つ深くなるにつれてバケット幅を 2倍にする。細
かいグリッド上の要素 iが粗いグリッド上の要素 ki に
集約されるとすると、補間行列 Pは次のようになる。

P j,i =

{
1 ( j = ki)
0 (otherwise)

(1 ≤ j ≤ nc, 1 ≤ i ≤ n f ) (11)

(3) バケット幅の制約
レベル 1の要素を決定するために使用するバケット
の幅 ∆B1を影響半径 re以上にすることで、隣接する要
素にのみ係数行列の非零要素が発生し、非零要素数を
抑えることができる。グリッド幅を 2倍以上大きくす
ると収束性が若干落ちるが、全体としては高速であり、
Ac の計算も容易であるため本研究ではレベル 1でのバ
ケット幅を影響半径とする。

(4) スケール補正 BMG法
ポアソン方程式において BMG法のガラーキンコー
スグリッド近似から計算された粗いグリッド上での方
程式

Acec = rc (12)
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から導かれる近似解は以下で述べるようにスケールが
小さくなる。ここで、rは残差ベクトル、eは修正解ベク
トルである。松永ら [5]は K-cycleという自動でスケー
ルを調整する方法を用いてこの問題を回避しているが、
K-cycleは非線形前処理であったり並列計算が苦手とす
る内積計算が多く、GPU に最適化することが難しい。
本研究ではよりシンプルで線形前処理であるスケール
補正 BMG法を提案する。
はじめにスケールについて、簡単のために 2次元ポ
アソン方程式の差分法で説明する。細かいグリッド上
の方程式を

A f e f = r f (13)

として、グリッド幅を hとした中心差分を用いると領
域内部における A f の i行目の要素 A f ,i は

A f ,i =
1
h2 (. . . , 1, . . . , 1,−4, 1, . . . , 1, . . . ) (14)

となる。図-2で示されるように 4つのグリッドを 1つ
にまとめるような補間行列 Pを用いると、代数的に求
めた粗いグリッド上の方程式 (12)は次のようになる。

P⊤A f Pec = P⊤r f (15)

ここで、Ac = P⊤A f Pを計算すると、

Ac,i =
1
h2 (. . . , 2, . . . , 2,−8, 2, . . . , 2, . . . ) (16)

となるが、幾何学的に求めた係数行列 Ācはグリッド幅
が 2hなので、

Āc,i =
1

(2h)2 (. . . , 1, . . . , 1,−4, 1, . . . , 1, . . . ) (17)

となる。よって、Ac = 8Āc の関係があり、P⊤r f によっ
て右辺は 4倍されているので、式 (13)の解と式 (15)を
解くことで導かれた近似解の間には e f ≈ 2Pecの関係が
ある。これは 3次元でも同様に 2倍の関係が発生する。
そこで、係数行列 Ac を

Ac =
1
2

P⊤A f P (18)

と定義することでスケールが幾何学的な方程式と一致
し、収束が加速することが期待できる。しかし、数値
実験的にレベル 01間の粒子からグリッドへの変換部分
でのみ最適なスケール補正値にばらつきがあり、場合
によっては収束性が著しく悪化することがあった。よっ
て、レベル 01間ではスケール補正を行わず、それ以降
でのみスケール補正を行うこととする。

4. GPUでの並列計算
本研究で提案する BMG法はGPU上で CUDA[12]を
用いて並列に実行する。特に効率的な並列計算が難し
い、BMG法のセットアップに関する並列アルゴリズム
と、GPUの特性を活かしたMG法の最適化、高速化に
ついて説明する。

なお、MG法や CG法で頻出するベクトル和、内積計
算については cuBLAS[13]を使用し、疎行列ベクトル
積 (SpMV)は本節 (4)で説明する粒子法に最適化した自
作の関数を使用する。ベクトルの最大、最小値計算と
prefix sumには Thrust[14]を使用した。

(1) BMG法におけるセットアップの並列化
a) 補間行列 Pの並列計算
補間行列 Pを生成する並列アルゴリズムについて 2次
元の場合を例に説明する。式 (11)のように Pは n f × nc

の行列であり、各行に 1つの非零要素があり、値は 1で
ある。よって、長さ n f の 1次元配列に非零要素の列番
号を格納する。初めにレベル 0において各粒子 iが属す
るバケット番号を Q0,i にセットする。

Q0,i =

(⌊
xi − xmin

∆B0

⌋
,

⌊
yi − ymin

∆B0

⌋)
(0 ≤ i < N) (19)

(xi, yi) は粒子 i の座標、⌊ ⌋ は floor 関数、∆B0 はレベ
ル 0における仮想的なバケット幅、Nは粒子数である。
xmin, ymin は各座標の粒子が存在する最小値である。
細かいグリッド上の 2次元バケット番号 Q f について
各次元の番号を 2で切り捨て除算することで、制限先
である粗いグリッド上の 2次元バケット番号 Qcを求め
ることができる。Qc に prefix sumを用いて 1次元の番
号順序付けを行い、補間行列 Pを生成する。これらの
操作はすべて並列に計算することができる。
b) P⊤APの並列計算
補間行列 Pを用いて Ac = P⊤A f Pを並列計算するア
ルゴリズムについて説明する。∆B0 ≥ 2reとすれば、レ
ベル 1以降の係数行列 Ac の各行の非零要素は 2次元、
3次元の場合でそれぞれ高々9, 27個である。P⊤A f Pの
並列計算アルゴリズム 1を示す。粗いグリッドの係数
行列 Ac は CSR形式で生成することにし、値の配列を
Ac,val、列番号の配列を Ac,colとしている。行方向のセル
iと列方向のセル jの粗いグリッド上のバケット番号の
差を計算することで、値を足し合わせる Acの対応する
列番号を高速に計算することができる。Ac,col が −1で
ある要素は係数が存在しないので除外する必要がある。

Algorithm 1 P⊤APの並列計算アルゴリズム (2次元)
Input: A f , P,Qc

Output: Ac

1: Ac,val[i]← 0 (0 ≤ i < 9nc)
2: Ac,col[i]← −1 (0 ≤ i < 9nc)
3: for i = 0 to n f − 1 do in parallel
4: ic ← P[i]
5: (ix, iy)← Qc[i]
6: for j = 0 to n f − 1 if A f ,i j , 0 do
7: jc ← P[ j]
8: ( jx, jy)← Qc[ j]
9: (dx, dy)← ( jx − ix + 1, jy − iy + 1)

10: k ← 3dy + dx
11: Ac,col[9i + k]← jc
12: Ac,val[9i+k]← Ac,val[9i+k]+A f ,i j (atomicAdd)
13: end for
14: end for
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(2) 前処理における混合精度計算
GPUは単精度演算を得意としており、倍精度演算で
は性能が出ないことが多い。Shioyaら [15]は ILU分解
前処理付き BiCGSTAB法において、前処理を単精度、
メインソルバを倍精度で計算しても数値実験から収束
性の悪化には繋がらないとしている。
本研究でも前処理であるMG法は全て単精度で計算
し、メインソルバの CG法のみ倍精度で計算する混合
精度を採用した。MGCG法では半分以上を前処理計算
に費やすため大幅な高速化が期待できる。

(3) 粒子法における SpMVの高速化
CG 法や MG 法では SpMV の計算が大半を占める。

SpMVをGPUに実装する場合は 1スレッドで 1行を計
算することが多いが、1行を複数スレッドによるリダク
ション処理によって計算する方法がある。CSR形式を
用いた SpMVでは係数行列の値と列番号のメモリアク
セスがボトルネックとなるため、リダクション処理を用
いることで連続的なメモリアクセスを実現できる。本
研究では 1行を 8スレッドで計算し、シェアードメモ
リを用いて 8スレッドの総和計算を行う。

5. ポアソンソルバの数値実験
(1) 計算条件
次の 2次元と 3次元におけるポアソン方程式を用い
て数値実験を行った。

Ω =
{
x ∈ Rd | 0 ≤ x j ≤ 1, j ∈ [1, d]

}
(20)

−∇2ϕ =

d∏
j=1

sin 2πx j in Ω (21)

ϕ = 0 on ∂Ω (22)

ϕexact =
1

4π2d

d∏
j=1

sin 2πx j (23)

重み関数とラプラシアンモデルには式 (5)と式 (7)を使
用した。影響半径は基準粒子間距離を l0 として 2次元
問題では re = 3.1l0、3次元問題では re = 2.1l0 とした。
Ω内部の粒子を流体粒子とし、規則正しく格子点上に
並べた位置 xgrid

i に次の擾乱を加えた xFLD
i を粒子 iの位

置とする。
xFLD

i = xgrid
i + 0.3l0δi (24)

ここで、δi ∈ [−1, 1]d は擬似一様乱数ベクトルである。
境界における粒子数密度を保つために、Ω外部に 2層の
境界粒子を格子点上に規則正しく配置し、ϕBC

i = ϕexact

とするディリクレ境界条件を与える。線形連立方程式
では流体粒子のみを解き、境界粒子は式 (9)における係
数行列の対角成分とソース項に表れる。ここで、係数行
列は対称行列となる。メインソルバの収束判定は εと
相対残差ノルムを用いて

∥b − Az∥
∥b∥ ≤ ε (25)

とした。ここで、∥∥は ℓ2ノルムを表す。反復の初期値は
z0 = 0とする。本実験ではCPUに Intel Core i7-11700メ

モリ 16GB、GPUに NVIDIA GeForce RTX3060ti 8GB
を使用した。

(2) 混合精度の実験結果
混合精度の収束性について、2 次元問題を用いて数
値実験を行う。K-cycleとスケール補正W-cycle (S-W-
cycleと表記する)を用いて、それぞれ倍精度と混合精
度で収束性と計算時間を比較した。粒子数を N = 10242

とし、収束判定は ε = 10−14 とした。
K-cycleの結果では、倍精度を用いた場合は相対誤差

10−14まで収束したが、混合精度を用いた場合は相対誤
差が単精度を超えた 10−8あたりで数値発散した。S-W-
cycleの結果では、倍精度、混合精度どちらも同じ反復
回数で相対誤差 10−14まで収束した。S-W-cycleの計算
時間としては、倍精度では 2.15秒であるのに対して混
合精度では 1.72 秒であり、約 1.25 倍の高速化が得ら
れた。
よって、V-cycleやW-cycleなどの線形なMG前処理
では混合精度を適用することで、収束性を保ったまま
計算時間を減少させることができる。

(3) 各種 cycleの比較実験結果
cycleの種類とスケール補正による収束性と計算時間
を比較する。初めに 2 次元で粒子数 N = 10242 とし
た場合の各種 cycle の収束曲線を比較する。ここでは
V-cycle、W-cycle、K-cycle、スケール補正を行う S-W-
cycleの 4つを測定した。結果を図-3に示すが、ここで
の反復回数は図-1における CG法の適用回数に等しい。
特筆すべきは、W-cycleにスケール補正を行うことで収
束までの反復回数がK-cycleと同程度にまで改善される
ことである。
次に粒子数を変化させた場合の、S-W-cycle と K-

cycle、参考のために対角スケーリング付き CG (DCG)
法の計算時間を測定した。収束判定は ε = 10−6 とし、
MGCG法については混合精度を適用した。それぞれ 2次
元と 3次元の計算時間を図-4、図-5に示す。図-4、図-5
より、MGCG法の S-W-cycleと K-cycleは粒子数に対
して高々線形時間で解いており、その中でも S-W-cycle
が最も高速である。さらに S-W-cycleは 2次元問題で
粒子数が 100万個の場合でも 0.1秒以下で解いており、
DCG法と比較すると 10倍以上高速である。

0 20 40 60 80 100
 [ ]

10 5
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10 1

101
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K-Cycle
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図–3 2次元問題の収束曲線
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図–4 2次元問題における各種 cycleの計算時間
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図–5 3次元問題における各種 cycleの計算時間

6. 流体シミュレーションへの適用
(1) 実験条件
提案手法をポアソンソルバに使用した MPS 法を用
いて、2次元、3次元のダムブレイク問題のシミュレー
ションを行い、実問題に対する有効性を検証した。実
験条件は図-6に示すように、壁で囲まれた領域の一部
を流体で満たし、時刻 0秒から流体が重力によって流
れ込む挙動をシミュレートする。支配方程式はナビエ
ストークス方程式 (1) と非圧縮条件 (2) を用いる。物
理パラメータは重力加速度 g = (0,−9.8, 0)⊤m/s2、密度
ρ0 = 1000kg/m3、動粘性係数 ν = 10−6m2/sとした。式
(4)の右辺に安定化のための緩和係数 0.2をかけたもの
を圧力ポアソン方程式とする [2]。ポアソンソルバの収
束条件は ε = 10−12 とし、影響半径と MG法の各パラ
メータ、計算機は 5(1)節の実験条件と同一とした。壁境
界には壁粒子とダミー粒子を 2層ずつ配置した。MPS法
における近傍粒子探索には基数ソートを用いたUniform
Grid[8]を使用した。また、近傍粒子リストを生成する
ことで近傍粒子候補を最小限にし、粒子間相互作用を
高速に計算している。近傍粒子探索、近傍粒子リスト
生成、粒子間相互作用などは全てを並列化し、GPU計
算に十分な最適化を行なっている。

2次元、3次元について粒子数の異なる 2つのケース
でシミュレーションを行う (表-1)。ポアソンソルバの解
法にはスケール補正W-cycle BMGCG法 (MGCG法と
記述する)と DCG法の 2つを適用し、シミュレーショ
ン結果と計算時間の比較を行う。各ケースのパラメー
タを表-1に示す。クーラン数が 0.2以下となるような
一定の時間刻み幅 ∆tを設定する。ケース 2A、3Aでは
時刻 1秒まで、ケース 2B、3Bでは 0.01秒までシミュ
レーションを行なった。

図–6 ダムブレイク問題の実験条件

表–1 ダムブレイク問題のパラメータ
ケース d l0[m] 流体粒子数 ∆t[s]

2A 2 1 × 10−3 80000 2.5 × 10−5

2B 2.5 × 10−4 1280000 6.25 × 10−6

3A 3 4 × 10−3 250000 1 × 10−4

3B 2 × 10−3 2000000 5 × 10−5

図–7 ケース 2Aの時刻 1秒における結果 (粒子の色は速度の
大きさを表す)

(2) 結果
各解法を用いたケース 2Aの時刻 1秒におけるシミュ
レーション結果を図-7に示す。ポアソンソルバにMGCG
法と DCG法を用いた場合の結果は良く一致しており、
本研究で提案するBMG法をポアソンソルバに使用する
ことによる問題は発生しないと考えられる。次にMGCG
法を用いて解析したケース 3Aの時刻 1秒におけるシ
ミュレーション結果を図-8に示す。図-8では流体粒子
のみを表示しており、粒子の色は圧力値を表している。
滑らかな圧力場が見られ、流体の自然な挙動が見られ
る。ケース 2B、3Bについて、時間ステップあたりの
計算時間の内訳を図-9に示す。DCG法の時間ステップ
あたりの計算時間を 1として、MGCG法と DCG法の
それぞれの場合についてグラフ化した。全体の計算時
間としてMGCG法はDCG法と比較して 2次元で 5倍、
3次元で 4倍以上高速である。DCG法を用いた場合は
MPS法においてポアソンソルバの計算時間が多くを占
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図–8 MGCG法を用いたケース 3Aの時刻 1秒における結果
(粒子の色は圧力値を表す)
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図–9 ケース 2B、3Bにおける計算時間の内訳

めることがわかる。一方、3次元問題においてMGCG
法を用いた場合はMPS法全体のうちポアソンソルバが
占める割合は半分程度であり、高速に処理されている
ことがわかる。
以上より、本研究で提案するスケール補正 W-cycle

BMGCG法は実際の流体シミュレーションに適用する
ことが可能であり、GPU上で従来の DCG法よりも高
速に計算できることが分かった。

7. まとめと今後の展望
本研究では粒子法におけるポアソンソルバのマルチ
グリッド法を用いた GPU上での高速計算を検討した。
MG法には粒子位置から粗いレベルの要素を決定する
BMG法を採用した。CG法の前処理としてMG法を使
用し、MG法を単精度、CG法を倍精度で計算する混合
精度を採用した。また、BMG法のセットアップに関す
る並列アルゴリズムや粒子法に最適化した SpMVの実
装方法について説明した。粗いグリッド空間で導かれ
た近似解のスケールを細かいグリッド空間に合わせる
ためにスケール補正 cycleを提案した。2次元、3次元
におけるポアソン方程式の数値実験から、スケール補
正W-cycleは先行研究 [6]で最も高速であるとされてき
た K-cycleと同程度の収束性を持ち、GPU上の並列計
算では K-cycleよりも高速であった。
実際の流体シミュレーションへの適用として、2次元、

3次元のダムブレイク問題をスケール補正 BMGCG法
を用いたMPS法によって GPU上で解析した。その結
果、DCG法と比較して、提案するMG法は 2次元問題
では粒子数 128万の場合に約 5倍、3次元問題では粒

子数 200万の場合に約 4倍の高速化に成功した。本研
究で提案するスケール W-cycleを用いた BMG法は粒
子法に止まらず、他のメッシュフリー解析にも容易に
適用することができる。
本研究では標準的なMPS法で導かれる対称行列の疎
行列線形連立方程式を対象としており、より高精度な
MPS法における非対称行列線形連立方程式への適用は
今後の課題である。スケール補正W-cycleにおける各
種パラメータの最適な値については検討の余地がある。
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