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高次有限要素を用いた
Helmholtz方程式の大規模並列解析
Large-Scale Parallel Solution of Helmholtz Equation

by High-Order Finite Element Method
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The purpose of this study is to develop and verify a fast simulation framework for the Helmholtz equation
for frequency-domain acoustic analysis of sound fields using the finite element method. In this study, a
framework for solving the 3-D Helmholtz equation was developed and parallel computation using the do-
main decomposition method was implemented for it. It reads a mesh in which the domain is partitioned into
first-order hexahedral elements or higher-order elements. Results obtained by it was compared with theoret-
ical solutions including sound wave propagation problems in pipes to verify the accuracy of our proposed
framework. Numerical results show good agreement and appropriate convergence with the theoretical ones.
In addition, the parallelization was confirmed to have moderate parallel performance.
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1. 序論
近年、コンサートホールや音楽スタジオ、講堂などの
音響設計には、計算機を用いた音場の数値解析技術が
用いられている [1][2]。従来、音響設計の実設計前に行
われていた模型や試作品などの実物を用いた試験の繰
り返しには、多くの時間・費用が必要であった。数値解
析を用いることで、実物を用いた試験を行わなくとも
設計品質を高めることができ、実際に製造するまでの
時間・費用を削減することが可能である。
また、近年のメタバースの流行により、VR技術やAR
技術などを活用したさまざまな仮想空間や拡張現実で
のサービスが開発されており、実際に仮想空間内での
共同製品開発やリアルタイムシミュレーションなどが
可能なプラットフォーム [3]の開発が行われている。ま
た、現実世界に存在する生産設備などを仮想空間で表
現する技術であるデジタルツインを利用した製品設計・
開発も注目されている。
このような背景から、音響解析も仮想空間への適用
が求められて行くと考えられ、解析へのリアルタイム
性及び、現実に近い体験のための精度が求められる。リ
アルタイムでの音響解析となると計算コストが課題と
なり、特に高周波数帯の解析時は出現する最短の波長に
合わせて要素分割をするためにメッシュを細かく切る
必要があり、その分計算コストが増大する問題がある。
既存の音響解析の研究において、時間領域差分法

(finite-difference time-domain: FDTD)法 [4]や有限要素
法 (finite element method: FEM)[5][6]を用いた解析手法

や、幾何音響論に基づく音線法や鏡像法といった手法
[7]が提案されている。
時間領域差分法は構造格子を利用するため、領域の
境界付近での精度を得るには非常に細かい格子を用い
て領域全体を分割する必要がある。幾何音響理論に基
づいた音場解析手法は、音の波動性を考慮せず音の伝
搬を幾何学的に扱うものであり、計算時間の点で有利
である特徴があるが、波動現象を考慮しないことで誤
差が生じる問題がある。
一方、有限要素法は偏微分方程式を弱形式化した上
で、解析対象の領域全体を多数の単純な形状をした要
素に分割し近似解を求める手法であり、メッシュを利
用することから複雑な形状や境界の表現に有利である。
そのため、複雑形状や境界付近での高い計算精度が期
待できる。
本研究では、有限要素法による音場の周波数領域音
響解析のための、Helmholtz方程式ソルバの開発とその
妥当性の検証を目的とする。
また、分散メモリ型並列計算機に適した並列化手法
として知られる領域分割法を適用し、計算の高速化の
達成も目的とする。領域分割法は対象領域を幾何学的
に分割して解析する手法であり、各分割領域における
計算量を均一にし、並列効率を悪化させる領域間の通
信量を最小化することにより計算の高速化を目指す。
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2. 定式化
(1) Helmholtz方程式の有限要素法による定式化
有限要素法による音場の数値解析では、支配方程式
であるHelmholtz方程式に重み付き残差法を適用し、離
散化することによって得られた連立一次方程式を解く
ことによって近似解を得る。本節ではHelmholtz方程式
の有限要素法による定式化について述べる。
境界 Γで囲われた三次元空間の音場 Ωを考える。音
速を cとすると、音場を支配する方程式は速度ポテン
シャル ϕの波動方程式で

∂2ϕ

∂x2 +
∂2ϕ

∂y2 +
∂2ϕ

∂z2 =
1
c2

∂2ϕ

∂t2 in Ω (1)

のように表現される。角周波数ωとし、速度ポテンシャ
ル ϕを未知の関数 Φ(x)を用いて

ϕ = Φ exp (− jωt) (2)

と置き変数分離する。ここで jは虚数単位である。式 (2)
を速度ポテンシャル ϕの波動方程式 (1)に代入すると、(

∇2 + k2
)
Φ = 0 in Ω (3)

となり、定常状態における音場の支配方程式である
Helmholtz 方程式が導出された。ここで k は波数であ
り、k = ω/cである。このとき音圧 pは、空気密度 ρと
して

p = jωρΦ (4)

である。
境界 Γに関して、吸音境界 Γa、振動境界 Γvが与えら
れているとする。音場の数値解析では境界での吸音特
性を、境界での音圧と、境界に垂直な粒子速度の比で
ある音響インピーダンスで表される。吸音境界 Γaでの
吸音特性は、次式の音響インピーダンスによって表す。

Zn =
p
vn

(5)

Znは音響インピーダンス、vnは法線方向粒子速度であ
る。速度ポテンシャルの定義より法線方向粒子速度 vn

は

vn =
∂ϕ

∂n
(6)

である。式 (5)に式 (6)と式 (4)を代入すると、吸音境
界 Γa の境界条件は

∂Φ

∂n
= − jωρ

1
Zn
Φ on Γa (7)

で表される。境界面が剛境界 (完全反射面)のとき、表
面インピーダンスは無限大であり、この条件は、剛境
界での粒子速度をゼロとすることで境界面を表現する
ことが可能である。振動境界 Γvで境界が粒子速度 vで
振動するとするとき境界条件は

∂Φ

∂n
= −v on Γv (8)

と表される。

Helmholtz方程式に重み関数 W を乗じて音場全体を
積分すると ∫

Ω

W
(
∇2 + k2

)
ΦdΩ = 0 (9)

となる。Greenの公式を使い式を整理すると∫
Ω

[
−∇W · ∇Φ + k2WΦ

]
dΩ +

∫
Γ

W
∂Φ

∂n
dΓ = 0 (10)

となり、弱形式が導かれた。式 (10)に境界条件である
式 (7)と式 (8)を代入すると∫

Ω

[
∇W · ∇Φ − k2WΦ

]
dΩ + jωρ

1
Zn

∫
Γa

WΦdΓ

= −v
∫
ΓV

WdΓ
(11)

となる。
音場 Ωを、ne個の境界 Γeで囲われた有限要素 Ωeに
分割すると、弱形式は要素ごとの積分の和となる。Φを
内挿関数 N を使って、Φ = N ·Φとする。分割された
要素内の節点数を kとすると、Φは、

Φ =
(
Φ1 . . . Φk

)
(12)

と表される。Φの添字は要素内の節点番号を示してい
る。また、Nおよび ∇Nは

N =
(
N1 . . . Nk

)
(13)

∇N =
(
∇N1 . . . ∇Nk

)
(14)

である。Nの添字は要素内の節点番号を示している。ま
た、重み関数WはGalarkin法を適用し、内挿関数 Nを
使って W = N · wとする。ここで、wは重み関数の節
点値である。式 (11)を離散化すると

ne∑
e=1

[∫
Ωe

∇NT∇NdΩ − k2
∫
Ωe

NT NdΩ

+ jωρ
1
Zn

∫
Γe

NT NdΓ
]
Φ

=

ne∑
e=1

−v
∫
Γe

NT dΓ

(15)

となる。行列式で表現すると

AΦ − k2 MΦ + jρωCΦ = q (16)

である。全体行列をそれぞれの要素ごとに分けた要素
行列 Ae、Me、Ce とおく。このとき要素剛性行列 Ae、
Me はそれぞれ

Ae =

∫
Ωe

∇NT∇NdΩ (17)

Me =

∫
Ωe

NT NdΩ (18)
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となる。また要素減衰行列 Ce は

Ce =
1
Zn

∫
Γe

NT NdΓ (19)

で与えられる。右辺ベクトル qは音源分布を表しており

q =
ne∑

e=1

v
∫
Γe

NT dΓ (20)

と表現される。音場の周波数領域解析では式 (16)の連
立一次方程式を解くことで領域内の速度ポテンシャル
を計算する。

(2) 複素対称連立一次方程式の反復解法

式 (16)を見ると減衰行列項が虚部を持つため、全体
行列は複素対称行列となっている。そこで本研究では
式 (16)を、エルミート行列ではない線形方程式に対し
て有効である COCG法 (conjugate orthogonal conjugate
gradient method)[8]によって解く。

3. 三次元 Helmholtz方程式ソルバ

(1) 三次元有限要素法における六面体一次要素

本研究で開発した三次元 Helmholtz 方程式ソル
バでは領域を六面体一次要素で分割されたメッシュ
を使用する。領域中の六面体一次要素の局所節点
1、2、3、4、5、6、7、8 の座標と物理量をそれ
ぞ れ 、(x1, y1, z1, u1)、(x2, y2, z2, u2)、(x3, y3, z3, u3)、
(x4, y4, z4, u4) 、(x5, y5, z5, u5)、(x6, y6, z6, u6)、
(x7, y7, z7, u7)、(x8, y8, z8, u8) とする。六面体一次要
素では、(x, y, z)座標系の要素を座標変換により (ξ, η, ζ)
における辺長 2の立方体基準要素に変形してから計算
を行う。基準要素の (ξ, η, ζ)座標は各節点でそれぞれ、
1(-1,-1,-1)、2(1,-1,-1)、3(1,1,-1)、4(-1,1,-1)、5(-1,-1,1)、
6(1,-1,1)、7(1,1,1)、8(-1,1,1) となっている。このとき
の座標変換式は、

x =
8∑

i=1

Nixi

y =
8∑

i=1

Niyi

z =
8∑

i=1

Nizi

(21)

である。各形状関数は、

N1 =
(1 − ξ)(1 − η)(1 − ζ)

8

N2 =
(1 + ξ)(1 − η)(1 − ζ)

8

N3 =
(1 + ξ)(1 + η)(1 − ζ)

8

N4 =
(1 − ξ)(1 + η)(1 − ζ)

8

N5 =
(1 − ξ)(1 − η)(1 + ζ)

8

N6 =
(1 + ξ)(1 − η)(1 + ζ)

8

N7 =
(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ)

8

N8 =
(1 − ξ)(1 + η)(1 + ζ)

8

(22)

である。形状関数と各節点での物理量をつかって六面
体要素の物理量 uを表すと、

u = N1u1 + N2u2 + N3u3 + N4u4+

N5u5 + N6u6 + N7u7 + N8u8
(23)

となる。六面体一次要素の場合、式 (16)で表した行列
式の要素行列 Ae、Me、Ce はそれぞれ、

Ae =

∫
Ωe


∇N1
...

∇N8


(
∇N1 . . . ∇N8

)
dΩ (24)

Me =

∫
Ωe


N1
...

N8


(
N1 . . . N8

)
dΩ (25)

Ce =

∫
Γe


N1
...

N8


(
N1 . . . N8

)
dΓ (26)

と表される。三次元Helmholtz方程式ソルバでは、本
項で述べた形状関数を使い連立一次方程式を構築する。
開発ソルバーの精度検証は Helmholtz方程式の代数
的な理論解を用いた検証と、管路内の音波伝搬モデル
による検証を行った。

(2) 三次元Helmholtz方程式ソルバの理論解での精度
検証

三次元 Helmholtz方程式の代数的な理論解として式
(27)を用いる。

Φ = cos kx + cos ky + cos kz (27)

境界に式 (27)で表される理論解の値を Dirichlet境界条
件として全境界に課し、計算し得られた解と理論解を
比較することによって精度検証を行う。
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誤差評価は式 (28)に示される L2ノルムによる誤差評
価式によって行う。

ϵ =

√∫
Ω
|Φcalc − Φ|2dΩ√∫
Ω
|Φ|2dΩ

(28)

ここで Φは理論解であり、Φcalc は計算解である. 有限
要素法の場合、場が連続であるため誤差は厳密には積
分型になる。式 (28)の積分は 3次のガウス求積により
求めた。
解析領域は図 1で示すような六面体一次要素で分割
された各辺長さ 1の立方体とする。

図–1 三次元 Helmholtz方程式ソルバの理論解検証解析領域

解析条件は表 1に示す。

表–1 ３次元理論解検証解析条件
音速 343[m/s]
解析周波数 500[Hz]
空気密度 1.3[kg/m3]
線形ソルバー COCG法
収束判定値 1.0 × 10−10

最大反復数 10000

要素幅に対する L2誤差ノルムを図 2に示す。縦軸が
L2 誤差ノルム、縦軸が要素幅である。要素幅の減少に

 0.01
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 1
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rr
o
r

Element length

図–2 三次元理論解検証 L2 誤差ノルム

対して、誤差が 2次で収束した。

(3) 三次元Helmholtz方程式ソルバの管路内音波伝搬
モデルでの精度検証

管路内音波伝搬モデルでの精度検証として図 3に示
すような問題を考える。解析領域は長さ 1m、幅 0.2m、

x

y

1.0m

0.1m

Vibration boundary Rigid boundary Absorption boundary

0.2m

z

図–3 三次元管内音波伝搬モデル問題

高さ 0.1mの長方体であり、左端に振動境界、右端に吸
音インピーダンスが与えられている。振動境界と吸音
境界をのぞく境界はすべて剛境界 (全反射)とした。こ
の問題の理論解は

p(x) = ρc
Zn cos k(l − x) + jρc sin k(l − x)

ρc cos kl + jZn sin kl
v0 (29)

である。解析領域は図 4に示すような六面体一次要素
で分割した。また、表 2に解析条件を示す。

図–4 三次元管内音波伝搬モデル問題使用メッシュ

表–2 三次元管内音波伝搬モデル解検証解析条件
音速 343[m/s]
解析周波数 500[Hz]
空気密度 1.3[kg/m3]
振動境界速度 0.014[m/s]
吸音境界音響インピーダンス 445.9[kg/(m2s)]
線形ソルバー COCG法
収束判定値 1.0 × 10−10

最大反復数 10000

図 5は 960要素 315節点での解析結果の音圧分布の
可視化結果であり、図 6は理論解の音圧分布可視化結
果である。
図 5の解析結果と図 6の理論解を比較すると、両者
は良好な一致を見せており、妥当な計算結果を得られ
ていることがわかる。
図 7は管路内音波伝搬モデルでの、要素幅に対する
誤差ノルムである。縦軸が L2誤差ノルム、縦軸が要素
幅である。要素幅の減少に対して、2次で誤差が収束し
ている。
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図–5 三次元管内音波伝搬モデル問題解析結果

図–6 三次元管内音波伝搬モデル問題理論解
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図–7 三次元管内音波伝搬モデル問題 L2 誤差ノルム

音圧分布計算結果と要素数に対する誤差の収束はど
ちらも良好であり、正常に問題を解くことができてい
ると考えられる。

表–3 三次元 Helmholtz方程式ソルバ並列化性能検証条件

誤差評価式 ϵ =

√∫
Ω
|Φcalc−Φ|2dΩ∫
Ω
|Φ|2dΩ

総節点数 1331,4096,9261,17576,29791
並列数 1,2,3,4,5,6,7,8
音速 343[m/s]
解析周波数 500[Hz]
空気密度 1.3[kg/m3]
線形ソルバー COCG法
収束判定値 1.0 × 10−10

最大反復数 10000

4. 並列化
(1) 並列化とは
並列化とはコンピュータである処理をする際、処理
を細分化し複数のプロセッサで同時に処理を実行する
ことである。本研究では開発した三次元Helmholtz方程
式ソルバに領域分割法を適用した並列計算を実装した。
なお、並列計算ライブラリとしてMPI(message passing
interface)を用いた。

(2) 並列化結果
並列化精度検証として、Helmholtz方程式の代数的理
論解による精度検証問題に並列計算を適用し性能評価
を行う。図 8は 8並列時の領域分割である。図 8の黒
く塗られた要素が Overlapping領域を表している。

図–8 8並列時領域分割

また、本研究において用いる並列計算機環境は、Intel
Core i7 11700(2.50 GHz/Smart Cache 16MB)のマルチコ
ア CPUおよび 32GBのメモリが搭載されている PCを
使用した。本研究では共有メモリ型計算機での検証で
あるが、開発コードはMPIを用いており分散メモリ型
並列計算機に対応している。表 3に本検証の解析条件
を示す.
a) 解の不変性検証
図 9は並列数を変化させたときの L2誤差ノルムを示
したものである。
全ての節点数で、並列数を変化させても L2誤差ノル
ムが一定である。並列数を変えても解が変化しておら
ず解の不変性が保たれており、正しく並列計算を実装
できていると言える。
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図–9 並列数と L2 誤差ノルム

b) 並列性能評価
並列性能の評価指標として、式 (30)と式 (31)に示す
加速率 S n と並列化効率 En[%]を用いる。

S n =
T1

Tn
(30)

En =
S n

n
× 100 (31)

ここで nは並列数であり、Tn は n並列時の計算時間
である。
図 10と図 11はそれぞれ並列数 nに対する加速率 S n

と並列化効率 En[%]である。

図–10 並列数と加速率 S n

図 10より並列数 nに比例して加速率 S n が増加して
おり、並列化による計算時間の短縮が確認できる。図
11の並列化効率 En は並列数の増加とともに低下して
いる。これは並列数が増加し通信量が増加することに
よるオーバーヘッド増加のためだと考えられる。また、
加速率 S n と並列化効率 En は総節点数が増加するほど
高くなっていることがわかる。総節点数が多い場合は、
1プロセッサあたりの担当節点数が大きくなり、通信量
に対するプロセス内の計算時間の割合が増加するため、
並列化効率 En が向上していると考えられる。
以上の結果より三次元 Helmholtz方程式の領域分割
法を用いた有限要素法への並列計算の実装をし、計算
時間の短縮を達成した。

図–11 並列数と並列化効率 En[%]

5. 結論
本研究では、有限要素法による音場の周波数領域音
響解析のための、Helmholtz方程式ソルバの開発を行っ
た。開発ソルバにて、Helmholtz方程式理論解検証と管
路内音波伝搬問題での検証を行いすべての検証におい
て、良好な精度と誤差収束が確認できた。また領域分
割型並列計算の実装を行い、計算の高速化を達成した。
謝辞: 本研究は、JST創発的研究支援事業 JPMJFR215S
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