
計算工学講演会論文集 Vol. 28 (2023 年 5 月) 計算工学会

B-spline関数を導入した重合メッシュ法の開発と検証
Development and Verification of B-spline Based S-Version of Finite Element Method
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s-version of finite element method (SFEM) has intrinsic strengths in local high accuracy with low com-
putational costs and simplicity in the meshing procedure. It, however, has challenges in the accuracy of
numerical integration and matrix singularity. In this paper, we summarize these problems and present strate-
gies for solving them. As a concrete solution, we propose B-spline based SFEM, in which cubic B-spline
basis functions are applied to the global basis functions, and Lagrange basis functions are applied to the lo-
cal basis functions. The numerical results show that B-spline based SFEM can be computed with sufficient
accuracy using the standard Gaussian quadrature, and the proposed method is superior to the conventional
method in terms of convergence of an iterative method.
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1. 序論
Fish[1]が提案した重合メッシュ法 (s-version of finite

element method: SFEM)は，解析領域全体を粗く離散化
するグローバルメッシュと，任意局所領域を精緻に離散
化するローカルメッシュを重ね合わせて解析を行う手
法である．重ね合わせるメッシュはそれぞれ独立に定
義可能であり，局所的な特徴はローカルメッシュによっ
てのみモデル化される．ゆえに重合メッシュ法はメッ
シュ生成コストが低く，かつ柔軟にメッシュ細分化可能
であり，計算コストを抑えつつ局所領域を高精度に計
算可能であるという利点を持つ．重合メッシュ法はこ
れまで積層複合材料の応力解析 [2]や繊維強化複合材料
のマルチスケール解析 [3]，動的亀裂伝播解析 [4,5]等
様々な問題に適用され成功を収めている手法と言える．
一方で，重合メッシュ法には 2つの問題がある．1つ
は重合メッシュ法特有の部分係数行列の数値積分精度
である．これは，従来の重合メッシュ法の基底関数とし
て一般的に使用される Lagrange基底関数が要素境界で
C0 連続性しか持たないことに起因しており，メッシュ
の重なり方によっては被積分関数が不連続となるため，
通常のガウス求積法では十分な精度で数値積分を行う
ことができなくなる．積分精度を上げるために，積分
領域の細分化手法や通常より高次のガウス求積法が適
用されてきた [6,7]が，それらの手法はいずれも計算コ
ストが高く，重合メッシュ法の利点を損なうものであ
る．もう 1つの問題は，各メッシュの基底関数の線形
独立性が保証されていないことである．このため構築
するメッシュ次第で解くべき連立一次方程式の係数行
列が特異となり，行列計算において反復解法を用いた
場合に解が収束しないか，収束が非常に遅くなること
が指摘されている [8]．

本研究では，基底関数に要素境界での連続性の高い
B-spline基底関数を適用しつつ，両メッシュに異なる基
底関数を適用することで，これらの課題の抜本的な解
決を図る．提案手法と従来手法を 3次元 Poisson方程式
に適用して，精度と行列計算の反復回数の点から検証
を行う．なお本研究は，構造格子を用いた界面捕捉型
の流体解析や連成解析に対し，局所的な高精度化を実
現するための基礎的検討の位置付けである．そのため，
グローバルメッシュは構造格子であることを前提とし，
手法の定式化と検証を実施する．

2. 重合メッシュ法の概要
重合メッシュ法による解析では，図 1のように粗さ
の異なるメッシュを重ねて対象を離散化する．全体領域
ΩG を粗く離散化するメッシュをグローバルメッシュ，
局所領域 ΩL を精緻に離散化するメッシュをローカル
メッシュと呼ぶ．ΩG の境界 Γは Dirichlet境界条件が
課される境界 Γ1 と Neumann境界条件が課される境界
Γ2 に分けられる．重合メッシュ法において，物理空間
上の関数解 u (x)は式 (1)で表される．

u (x) =

uG (x) in ΩG\ΩL

uG (x) + uL (x) in ΩL
(1)

uG (x) ≃
ngn∑
i=1

NG
i (x) uG

i , uL (x) ≃
nln∑
j=1

NL
j (x) uL

j

uG (x)および uL (x)はそれぞれグローバルメッシュ，ロー
カルメッシュで独立に定義される関数解であり，その
基底関数 NG (x), NL (x)には異なる関数を適用すること
が可能である．すなわち，2つのメッシュは独立かつ任
意に生成でき，メッシュの整合性を気にせず任意の空
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図–1 Global and local meshes defined in SFEM.

間解像度を設定できるため，メッシュ生成が簡便であ
る．ngn, nln は基底関数 NG (x), NL (x)の数であり，uG

i ,
uL

j は基底関数 NG
i (x), NL

j (x)に対応する係数である．境
界 ΓGL上での関数解 u (x)の連続性を保証するため，式
(2)で表される Dirichlet境界条件を課す．

uL (x) = 0 on ΓGL (2)

対象とする支配方程式が線形である場合，上式を，支
配方程式の重み付き残差方程式に代入することで，解
くべき連立一次方程式 (3)が導出される．[

KGG KGL

KLG KLL

] [
uG

uL

]
=

[
f G

f L

]
(3)

式 (3)において，上付き文字G, Lはそれぞれグローバル
メッシュ，ローカルメッシュに関連することを示す．行
列 KGG, KLLはそれぞれグローバルメッシュおよびロー
カルメッシュで定義される従来の有限要素法の係数行列
と同一である．一方，行列 KGL, KLGは 2つのメッシュ
の相互作用を表し，被積分関数には NG (x)と NL (x)の
両方が含まれる．

3. B-spline重合メッシュ法
(1) Lagrange基底関数を用いた従来型重合メッシュ法
従来型重合メッシュ法においては，全てのメッシュに
対して Lagrange基底関数が用いられてきた．本章では，
Lagrange基底関数の特徴と，従来型重合メッシュ法の
問題点を述べる．
正規要素座標を ξ̂とすると，1次元の正規要素 Ω̃eに
おける Lagrange補間関数は式 (4)で与えられる．

lp
i

(
ξ̂
)
=

p+1∏
j=1, j,i

ξ̂ − ξ̂ j

ξ̂i − ξ̂ j
(4)

ここで，i = 1, 2, . . . , p + 1は要素内基底番号，pは関数
の次数，ξ̂iは節点 iの正規要素座標である．また，要素
内の節点数は n = p + 1で表され，正規要素 Ω̃e の区間
が [−1, 1]で定義されることから ξ̂1 = −1, ξ̂p+1 = 1とな
る．p次の Lagrange基底関数は，p次の Lagrange補間
関数 lp

i から構成される．
図 2に 1次, 2次, 3次の Lagrange基底関数の一例を
示す．図に示すように，Lagrange基底関数は，要素内

図–2 Linear, quadratic and cubic Lagrange basis functions.

図–3 An example of mesh superimposition that causes the in-
accurate quadrature.

部では関数次数に応じて高い連続性を持つが，要素境
界では常にC0連続であり，基底関数の一階微分値は要
素境界で不連続となる．この特徴ゆえに，従来型重合
メッシュ法においては，行列 KGL, KLGの数値積分の精
度が悪化する．
従来型重合メッシュ法には 2つの課題が存在する．1
つは，行列 KGL, KLGの数値積分精度である．この問題
は，図 3のように，グローバルメッシュとローカルメッ
シュが部分的に重なるときに生じる．図 3では，ロー
カルメッシュ上の要素 ΩL,e

C を積分領域としており，被
積分関数には，要素 ΩL,e

C 内の基底関数およびその微分
値に加え，グローバルメッシュ上の要素 ΩG,e

A に重なっ
ている領域では要素 ΩG,e

A 内の基底関数およびその微分
値が，グローバルメッシュ上の要素 ΩG,e

B に重なってい
る領域では要素 ΩG,e

B 内の基底関数およびその微分値が
それぞれ含まれる．前述のとおり Lagrange基底関数は
要素境界をまたいでC0連続であり，一階微分値は不連
続である．すなわち被積分関数が積分領域内で不連続
となる．数値積分で一般的に使用されるガウス求積法
はそのような不連続関数を正確に計算することができ
ないため，積分精度が悪化する．
この問題に対して，数値積分の高精度化のために様々
な手法が提案されてきた．Fish et al. [6,9]は厳密な積
分のために，不連続面に沿ってグローバルメッシュ上
の要素を分割し，細分化された各領域に対しガウス求
積法を適用した（図 4(a)）．この手法は正確な数値積分
を達成する一方で，非常に複雑な幾何学的処理と多大
な計算コストを要したため，積分領域を一様 [10]もし
くは再帰的 [11]に分割することで，不連続関数による
精度悪化の影響を低減する手法も提案されている（図
4(b), (c)）．また，メッシュの細分化は行わず，通常よ
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図–4 Examples of existing mesh-subdivision approaches for
discontinuous integrands.

りも高次のガウス求積法を適用した例もある [1,7]．し
かしながら，いずれの手法も通常のガウス求積法を適
用した場合より非常に大きな計算コストを必要として
おり，このような特別な工夫なしに通常のガウス求積
法を適用可能な重合メッシュ法が求められている．
従来型重合メッシュ法のもう一つの課題は，各メッ
シュの基底関数の線形独立性が保証されていないこと
である．重合メッシュ法における解は式 (1)によって定
義されるが，片方のメッシュの基底関数が他のメッシュ
の基底関数の線形和で表現される場合，式 (1)の分割が
一意でなくなり，解の一意性が失われる．すなわち係
数行列が特異行列もしくはそれに近い状態となり，反
復法において解が収束しなかったり，収束性が悪化す
ることが指摘されている [8]．特に解が収束しない状況
は，グローバルメッシュの要素境界とローカルメッシュ
の要素境界が一致するようにメッシュが重なっている
場合に多く生じており，特異行列を回避するために，グ
ローバルメッシュの要素境界上にあるローカルメッシュ
節点の自由度を削除する手法が採用されてきた [12,13]．
しかしそれらはモデルを少し修正するのみの暫定的な
処理に留まっている．

(2) B-spline重合メッシュ法による課題の解決
本研究では，前章で指摘した従来型重合メッシュ法の
問題点を根本的に解決可能な，B-spline重合メッシュ法
を提案する．本章では，B-spline基底関数の特徴および
具体的な課題解決方法としての B-spline 重合メッシュ
法について述べる．

B-spline基底関数はノットベクトルによって定義され
る．ノットベクトル Ξは式 (5)で表されるように，パラ
メータ空間における座標の非減少な集合である．

Ξ =
{
ξ1, ξ2, . . . , ξnk

}T (5)

このとき，ξi ∈ Rは i番目のノット，nkはノットベクト
ル中のノットの数であり nk = nc + p+ 1と表される．ま
た，pは B-spline基底関数の次数，nc は幾何形状であ
る B-spline曲線を構築するのに使われる B-spline基底
関数の数である．与えられたノットベクトルに対して，
B-spline基底関数は 0次の区分定数で始まる漸化式とし
て定義される．区分定数の関数の定義を式 (6)に示す．

Ni,0 (ξ) =

1 (ξi ≤ ξ < ξi+1)

0 (otherwise)
(6)

式 (6)より，0次の B-spline基底関数は，パラメトリッ
ク区間 [ξi, ξi+1]で定義される要素において 1をとり，そ

れ以外の区間においては値を持たないことがわかる．次
数 p = 1, 2, 3, . . . ,において，パラメータ区間 [ξi, ξi+p+1]
で定義される p次 B-spline基底関数 Ni,p (ξ)は，Cox–de
Boorの漸化式 (7)で表される．

Ni,p (ξ) =
ξ − ξi
ξi+p − ξi

Ni,p−1 (ξ)

+
ξi+p+1 − ξ
ξi+p+1 − ξi+1

Ni+1,p−1 (ξ) (7)

B-spline基底関数の一階微分値は式 (8)で与えられる．
d
dξ

Ni,p (ξ) =
p

ξi+p − ξi
Ni,p−1 (ξ)

− p
ξi+p+1 − ξi+1

Ni+1,p−1 (ξ) (8)

Rd空間の幾何形状であるB-spline曲線は，従来 FEM
と同様に B-spline基底関数の線型結合で構築される．ま
た，多次元パラメトリック基底関数への拡張は，1次元
パラメータ空間における B-spline関数のテンソル積と
して定義できる．ベクトル値係数であるコントロール
メッシュBi, j,k ∈ Rd(i = 1, 2, .., nc; j = 1, 2, . . . ,mc; k =
1, 2, . . . , lc)，多項式次数 p, q, r，ノットベクトル Ξ ={
ξ1, ξ2, . . . , ξnk

}T，H =
{
η1, η2, . . . , ηmk

}T および Z ={
ζ1, ζ2, . . . , ζlk

}T が与えられたとき，Rd 空間の B-spline
ソリッド S (ξ, η, ζ)は式 (9)で定義される．

S (ξ, η, ζ)

=

nc∑
i=1

mc∑
j=1

lc∑
k=1

Ni,p (ξ) M j,q (η) Lk,r (ζ) Bi, j,k (9)

ここで，Ni,p (ξ)はノットベクトル Ξで定義される p次
B-spline 関数，M j,q (η) はノットベクトル H で定義さ
れる q次 B-spline関数，Lk,r (ζ)はノットベクトルZで
定義される r次 B-spline関数であり，i, j, kはそれぞれ
ξ, η, ζ 方向に対応する成分インデックスである．なお，
コントロールメッシュは解析対象の幾何的形状と一致
しないため，従来の Lagrangeメッシュの生成方法は適
用できない．本研究では，Otoguro et al. [14]のメッシュ
生成手法を採用している．また，本研究ではオープン
ノットベクトルのみを採用し，B-spline基底関数が定義
される区間の両端で補間特性を満たすとした．一方で，
B-スプラインの基底関数は，内部のノットでは補間特
性を満たさない．よって，本研究では Dirichlet境界に
属するコントロールポイント値を定数として，Dirichlet
境界条件を課す．加えて，B-spline基底関数に基づく解
析手法も，Lagrange基底関数に基づく通常の有限要素
法と同様にアイソパラメトリック構造が適用可能であ
り，数値積分には一般的なガウス求積法を用いること
ができる．
提案手法において最も重要な B-spline基底関数の特

徴は，内部要素境界における関数の連続性である．0次
および 1次の B-spline基底関数は，それぞれ区分的定
数関数および 1 次 Lagrange 基底関数と同じであるが，
2次以上の B-spline基底関数は同次の Lagrange基底関
数と異なっている．図 5に，一様なノットベクトルで
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図–5 Quadratic and cubic B-spline basis functions for uni-
form knot vectors.

定義される 2次および 3次の B-spline基底関数を示す．
図に示すように，B-spline基底関数は Lagrange基底関
数に比べ，要素境界を越えて高い連続性を持つ．一般
に，p次 B-spline基底関数は，内部ノット ξi で定義さ
れる要素境界で p −mi次の連続性を持つ．miはノット
ξiにおけるノットの多重度である．本研究では，全ての
内部ノットにおいて多重度を 1とする．すなわち，すべ
ての内部要素境界において，B-spline基底関数は p − 1
次の連続性を持つ．前章で述べたように，従来型重合
メッシュ法の数値積分における課題は，グローバル基底
関数の要素境界における連続性の低さが原因であった．
したがって，3次以上の B-spline基底関数をグローバル
基底関数に適用することで，基底関数とその一階微分
値が要素境界で連続かつ滑らかとなり，十分な精度で
通常のガウス求積法が適用可能になると考えられる．

また，従来型重合メッシュ法のもう一つの課題であっ
た，各メッシュの基底関数の線形独立性の喪失は，グ
ローバルメッシュとローカルメッシュの両方に Lagrange
基底関数を適用したために生じる問題である．そこで
本研究では，各メッシュに異なる基底関数を適用する
ことを提案する．これにより，どのようなメッシュの
重なり方であっても，片方のメッシュの基底関数を他
のメッシュの基底関数の線形和で表現することは不可
能となると思われる．本研究では具体的な事例として，
グローバル基底関数に B-spline基底関数を，ローカル
基底関数に Lagrange基底関数を適用する．

なお，本研究は，構造格子を用いた界面捕捉型の手
法において局所高精度化を実現するための基礎的検討
の位置づけであり，グローバルメッシュは構造格子で
あることを前提とする．これにより，B-spline基底関数
を適用する上で，解分布および幾何メッシュが存在す
る物理空間，基底関数が定義されるパラメータ空間の
間の写像は恒等写像となる．また，重合メッシュ法で
は，ローカルメッシュ上の要素に対応する正規要素で
定義した求積点上で積分を評価する場合，グローバル
メッシュ上の要素に対応する正規要素におけるこれら
の点の座標を特定する必要がある．この座標値は明示
的に与えられていないため，メッシュが非構造格子であ
る場合は計算コストの高い繰り返し計算が必要となる．
しかし，グローバルメッシュを構造格子とすることで，
低コストかつ簡単に座標値を求めることができる．

図–6 An example of mesh model for SFEM.

4. 検証
(1) 解析条件
提案手法および従来手法について，相対 L2誤差ノル
ム，係数行列の正定値性，反復法を用いた行列計算にお
ける反復回数の点から検証を行った．提案手法では，グ
ローバル基底関数として 2, 3次の B-spline基底関数を，
ローカル基底関数として 1, 2, 3次の Lagrange基底関数
を用い，計 6ケースを検証した．従来手法は，グロー
バル，ローカル基底関数ともに 1, 2, 3次の Lagrange基
底関数を用い，計 9ケースを検証した．支配方程式は
Poisson方程式，解析領域は [0, 2]3，局所領域は [0, 1]3

とし，解析領域の全面にDirichlet境界条件を課した．解
析モデルの一例を図 6に示す．両メッシュにおいて要素
は全て立方体とした．定量的な比較のため，すべての
検証において，提案手法と従来手法に同じメッシュを
適用した．
グローバルメッシュとローカルメッシュの要素幅 hG

および hL をパラメータとし，図 6に示すように，case
(A) hG : hL = 4 : 3，case (B) hG : hL = 2 : 1の 2通りの
メッシュにおいて検証を実施した．Case (A)では，ロー
カルメッシュ上の要素がグローバルメッシュの要素境
界を含んでいるため，従来手法では不連続関数の積分
が生じる．この解決のために本研究では高次のガウス
求積法を採用し，提案手法，従来手法ともに，通常の
積分点数よりも 7点多い積分点数を用いた．提案手法
にも適用しているのは，公平な比較のためである．追
加積分点数が 7点の場合，積分点数の変化による相対
L2 誤差ノルムの変化は，全体の誤差の 10%以下であっ
た．つまり，この積分点数で積分計算が十分に正確で
あると考えられる．Case (B)では，ローカルメッシュ上
の要素がグローバルメッシュの要素境界を含まず，不
連続関数の積分は発生しない．したがって，case (B)で
は標準的なガウス求積法を採用する．
精度検証には創成解を用い，厳密解との相対 L2誤差
ノルムを求める．創成解は，1. 予め厳密解を与え，2.
方程式を成立させるために必要な項を解から計算し，3.
検証用の方程式を構成し，4.構成した方程式に基づき
誤差評価を行う手法である．本研究では，厳密解を式
(10)で定義し，結果として式 (11)で表される検証用の
Poisson方程式を得る．

u = sin 2πx sin 2πy sin 2πz + 10 in Ω (10)

∆u + 12π2 sin 2πx sin 2πy sin 2πz = 0 in Ω (11)
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相対 L2 誤差ノルムは式 (12)で定義される．

εL2 =

√∫
ΩG |ū (x) − u (x)|2 dΩ√∫

ΩG |u (x)|2 dΩ

=

√
εG + εL√
εA

(12)

εG =

∫
ΩG\ΩL

∣∣∣ūG (x) − u (x)
∣∣∣2 dΩ

εL =

∫
ΩL

∣∣∣ūG (x) + ūL (x) − u (x)
∣∣∣2 dΩ

εA =

∫
ΩG
|u (x)|2 dΩ

ここで，ΩG は解析領域全体，ΩL は局所領域を示し，
u (x)は理論解，ūG (x)および ūL (x)はそれぞれグロー
バルメッシュおよびローカルメッシュにおける計算解で
ある．なお，本研究では積分計算の単純化のため，局
所領域の外側境界とグローバルメッシュの要素境界が
重なるように両メッシュを配置している．
本解析ソルバーの行列計算には汎用的並列線形ソル
バーライブラリMonolithic non-overlapping / overlapping
DDM based linear equation solver (monolis)[15]を使用し
ている．線形ソルバーの解法には共役勾配法を用い，そ
の収束判定値は 1.0 × 10−10 とした．共役勾配法は，丸
め誤差の影響が無視できる場合，高々自由度回数反復
すれば終了する [16]．したがって，最大反復回数は自
由度回数とし，自由度回数反復しても収束しない場合
は，係数行列が特異となっていると考える．丸め誤差
の影響を少なくするため，前処理として対角スケーリ
ング法を適用した．
共役勾配法は行列計算の解法として一般的に使用さ
れる手法であり，正定値対称行列にのみ適用できる．既
存研究では重合メッシュ法における係数行列は正定値
行列であると考えられてきた [11]が，係数行列の正定
値性についての厳密な検証や詳細な議論はこれまで実
施されていない．そこで本研究では Cholesky分解の成
否に基づき，係数行列の正定値性を検証する．Cholesky
分解の成否に基づく検証では，Cholesky分解アルゴリ
ズムを実行し，負またはゼロのピボットに遭遇せずに
アルゴリズムが完了した場合，その行列を正定値とし，
それ以外は正定値ではないとする [17]．

(2) 結果と考察
不連続関数の積分による誤差を定性的に観測するた
めに，グローバル基底関数の連続性が異なる 3ケース
（グローバル基底関数が 2, 3 次 B-spline 基底関数およ
び 1次 Lagrange基底関数）において，グローバル要素
とローカル要素の比が極端な hG : hL = 40 : 3のケー
スの，局所領域における相対 L2 誤差分布を計測した．
いずれのケースでもローカル基底関数は 1次 Lagrange
基底関数とし，通常のガウス求積法を適用した．結果
を図 7に示す．相対 L2誤差分布をカラーコンターで示
し，グローバルメッシュを黒線で表している．この結
果より，グローバル基底関数の連続性が低いケースほ
ど，グローバル要素境界が内部に存在するローカル要

図–7 Relative L2 error distribution in the local domain in the
case of hG : hL = 40 : 3. Global basis functions are (up-
per) cubic B-spline basis functions, (middle) quadratic
B-spline basis functions, and (lower) linear Lagrange
basis functions. The contours of the error are shown by
color (min: 1.2 × 10−7, max: 5.4 × 10−4).

素において顕著に大きい誤差が生じ，グローバル要素
境界を境に誤差分布が不連続になっていることがわか
る．また，グローバル基底関数が 3次 B-spline基底関
数の場合には通常のガウス求積法でも十分な精度で計
算可能であると言える．
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加えて，提案手法と従来手法において，相対 L2誤差
ノルムの収束や，係数行列の正定値性，行列計算にお
ける反復回数の検討をした．その詳細は口頭発表にて
紹介する．

5. 結論
本研究では，従来の重合メッシュ法の問題点である数
値積分と行列の特異性を根本的に解決する B-spline重
合メッシュ法を提案した．
まず，従来の重合メッシュ法の問題点を示し，高精
度かつ低コストな数値積分の達成のためにグローバル
基底関数に要素境界で高い連続性を持つ基底関数を適
用すること，行列の特異性回避のために各メッシュに
おける基底関数に異なる種類の基底関数を適用するこ
とが有効であることを示した．具体的な解決策として，
本論文では，要素境界でC2連続性を持つ 3次 B-spline
基底関数をグローバル基底関数とし，Lagrange基底関
数をローカル基底関数とする手法を提案した．提案手
法と従来手法を 3 次元 Poisson 方程式に適用して，精
度と行列計算の反復回数の点から検証を行った．検証
結果から，提案手法は，従来手法よりも誤差の収束性
に優れており，また通常のガウス求積法を用いて十分
な精度で計算できることが示された．また，提案手法
は，行列計算の収束性の点でも従来手法より優れてい
ることが示された．すなわち，提案手法は精度を維持
したまま計算コストを削減できる可能性を持つ．
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