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We propose an algorithm to sequentially estimate positions and shapes of unknown scattereres in a 3D acous-
tic field from time-sequences of sound pressure at the predefined observation points. The method to estimate
shapes of scattereres follows the previous study on the shape optimisation that exploits the shape derivative
(shape senstivity) based on the adjoint variable method. On the other hand, the sensitivity regarding po-
sitions of scattereres is newly obtained by modifying the aforementioned shape sensitivity. In addition, a
global search is considered before predicting the positions locally and precisely. We verify those two types
of estimation independently to realise the proposed algorithm in the near future.
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1. 序言
既知の入射音波によって所定の観測点において得た
音圧波形を基に、未知の物体（音響散乱体）の位置や形
状を推定すると言った逆問題を、精度良くかつ効率的
に解くための手法の開発は、本質的には非破壊検査 [1]
に類する問題に応用可能であり、工学的に重要である。
本研究は、先行研究で開発した 3次元音響問題用形
状最適化システム [2]を応用して、未知の音響散乱体の
位置と形状を推定することを目的とする。
先行研究 [2]においては、所定の観測点 zkにおける音
圧 u(zk, t)の自乗を時刻 t = 0からある所定の時刻 t = T
まで時間積分したもの、すなわち∑

k

∫ T

0

u2(zk, t)
2

dt (1)

を目的関数と定義し、それを最大化または最小化する
ような散乱体の形状を求めた。最大・最小化のために
は准Newton法を用いるが、その適用に先立って必要と
なるのが形状導関数の誘導である。さらに、散乱体は
複数の NUBRS曲面で構成された閉曲面でモデル化し、
その制御点の座標を設計変数とする。このとき、誘導
された形状導関数は個々の制御点の座標に関する目的
関数の感度を表す。
本研究では、(1)の u(zk, t) を、それ自体と観測点に

おいて予め観測されている音圧の時刻歴（波形データ）
f (zk, t)との差に置き換えた目的関数 J（具体的には式
(2)の通り）を最小化する。最小化されたJ に対応する
散乱体の位置と形状は真のそれらを与えるものと期待
される。ここで、散乱体の位置と形状は区別すること
なく、同時に推定することも可能であるように思われ
る。しかし、それらを同時に推定しようとすると、散
乱体が自己交差してしまったり、複数の散乱体の推定
の際には散乱体同士が交差してしまうといったことが
起こり得る。そこで、本研究では位置と形状を逐次的
に推定する手法を提案する。

2. 逆問題の設定

3 次元内に存在する未知の散乱体を、ある入射波
uin(x, t) を与えたときに所定の観測点 {zk}k=0,1,... におい
て得られる音圧の時間波形 { f (zk, t)}k=0,1,...から推定する
逆問題を考える。求めたい未知の散乱体の個数、位置
および形状を仮定し、その散乱体に対して同じ入射波
を与えたときに同じ観測点において得られる音圧波形
を u(zk, t)と表すとき、当該の逆問題は次式の目的関数
J を最小化することによって解けると期待される。

J(u) B
∑

k

∫ T

0

|u(zk, t) − f (zk, t)|2
2

dt (2)
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ここに、T は観測の最終時刻を表す。また、uは次式の
3次元波動方程式の初期値境界値問題（非定常外部散乱
問題）の解であるとする。

支配方程式 ∇2u(x, t) =
1
c2 ü(x, t) x ∈ V, t > 0 (3a)

境界条件 q(x, t) = 0 x ∈ S , t > 0 (3b)

初期条件 u(x, 0) = u̇(x, 0) = 0 x ∈ V (3c)

放射条件 u(x, t)→ uin(x, t) |x| → ∞, t > 0
(3d)

ここに、V は散乱体群を取り囲む無限大の音場（図-1)、
S は散乱体群の表面（S := ∂V）、cは領域 V における
音速、(̇)は時間微分、nは領域 V の単位外向き法線を
表し、q B ∂u

∂n である。式 (3)で表される初期値境界値問
題（後述する随伴変数法の観点より主問題と呼ぶ）は先
行研究で開発した高速時間領域境界要素法（TDBEM）
[3,4]によって数値的に解くものとする。

図–1 問題構成

3. 形状推定
散乱体の形状の推定に対しては、先行研究 [2]の音圧
の最大・最小化問題に関する形状最適化手法が流用で
きる。以下では、まず、(2)の目的関数J に対する形状
導関数を示す。次に、NURBSパッチを導入して形状導
関数を離散化する。最後、形状推定の手法を示す。

(1) 形状導関数
領域 V 上の点 xを εv(x)だけ微小摂動したとき生じ
る新たな領域を Ṽ と表す。このとき、変形後の音圧 ũ
に対する目的関数J(ũ)は εについて以下のように展開
できるとする。

J(ũ) = J(u) + εD(u) + O(ε2) (4)

ここで、εの係数であるDを形状導関数と呼ぶ。
式 (2)の目的関数 J に対する形状導関数Dは、先行
研究 [2]の目的関数である (1)の場合と同様に、随伴変
数法を用いて導くことができ、次式のようになる。

D(u) =
∫ T

0

∫
S

(
1
c2 u̇(x, t)λ̇(x, t)

− ∇S u(x, t) · ∇S λ(x, t)
)
v(x) · n(x) dS dt (5)

ここに、∇S は表面勾配、λは随伴変数であり、次の随

伴問題の解である1：

∇2λ(x, s) − 1
c2

∂2λ(x, s)
∂s2

= −
∑

k

(u(zk,T − s) − f (zk,T − s)) x ∈ V, s > 0

ξ(x, s) :=
∂λ

∂n
= 0 x ∈ S s > 0

λ(x,T ) =
∂λ

∂s
(x,T ) = 0 x ∈ V,

λ(x, s)→ 0 |x| → ∞, s > 0

この随伴問題は最終時刻が規定された変種の初期値境
界値問題であるが、λrev(x, s) := λ(x,T − s)と定義した
関数 λrev を用いれば、(3)の通常の初期値境界値問題に
帰着する。主問題との違いは波動方程式が非斉次とな
る点である。目的関数を (1)から (2)に代えたことの違
いは、非斉次項が −u単体ではなくて差 −(u− f )になる
ことに現れる。したがって、本研究の随伴問題も主問
題と同じ TDBEM [3,4]を用いて数値的に解くことがで
きる。

(2) NURBSによる境界 S の表現
本研究で用いる TDBEM [3,4]では、境界 S を区分的
な一定要素で離散化する。ここで形状最適化において
要素の節点（頂点）を設計パラメータとして選択する
ことは自然で簡単である。しかし複雑な境界や高周波
の問題では境界要素の数 Nsは数値計算精度の観点から
大きくする必要があり、設計変数の数は不用意に大き
くなることがある。この問題を解決するために境界 S
を NURBSパッチによって構成する。
二つの NURBS曲線のテンソル積として、曲線パラ
メータ αと βに関して、以下の NURBSパッチを導入
する。

x(α, β) =

∑mα−1
i=0

∑mβ−1
j=0 Nkα

i (α)Nkβ
j (β)wi j pi j∑mα−1

i=0
∑mβ−1

j=0 Nkα
i (α)Nkβ

j (β)wi j

(6)

ここに、pi j と wi j は (i, j)番目の制御点と重みであり、
Nkα

i (α) は次数 kα の Bスプライン関数を表す。同様に
Nkβ

i (β)も定義される。
個々の NURBSパッチの四つの角の制御点（すなわ
ち、p0,0、pmα−1,0、p0,mβ−1、pmα−1,mβ−1）が NURBSパッ
チ上に存在し、かつ面の法線が不連続に変化しないよ
うにするために、次式のような一様固定ノット {ai} を
用いる。

ai =


0 (i = 0, . . . , kα)

i−kα
mα−kα

(i = kα + 1, . . . ,mα − 1)

1 (i = mα, . . . ,mα + kα)

(7)

同様に、{bi}も定義する。
1 本論文の随伴問題は先行研究 [2]の式 (6)に相当する。先行研究
は内部問題を対象として形状導関数の誘導を行っているのに対
して、本論文は外部問題を扱っているので、放射条件を追加し
ている。
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複数の NURBSパッチによって S を構成するが、そ
の場合に (6)は以下のように表現できる。

x(α, β) =
N∑
ν=1

Rν(α, β)pν (8)

ここに、{pν}Nν=1は全てのNURBSパッチの制御点の（重
複を除いた）集合である。

(3) 形状導関数の離散化
式 (8)で表されるNURBSパッチ上の点 xとその摂動
後の点 x̃との差 εvは次のように表現できる。

εv = x̃(α, β) − x(α, β) =
N∑
ν=1

Rν(α, β)δpν (9)

ここに、δpv B p̃ν − pν は pv の摂動量を表す。式 (9)と
(5)より、(4)は次のように表現できる。

J(ũ) = J(u) +
N∑
ν=1

dv · δpν + O(ε2) (10)

ここに、dν は pν に関する離散化した形状導関数であ
り，以下のように表すことができる。

dν B
∫ T

0

∫
S

(
1
c2 u̇λ̇ − ∇su · ∇sλ

)
RνndS dt (11)

式 (11)のように離散化された形状導関数を評価する
ためには注意が必要である。なぜならば、関連する境
界データ φ (= u または λ）は時刻 tβ(= β∆t) における
要素 E j 上の定数 φ j(tβ) C φ j,β として離散的に得られる
からである。まず、時間微分については、φの時間基底
（時間ステップ幅 ∆t に等しい一様ノットに基づく d 次
B-spline基底）を素朴に時間微分すればよい。他方、表
面勾配 ∇Sφは φが S 上で区分一定であるから、近似計
算が必要である。詳細は [2]を参照されたい。

(4) 準 Newton法への帰着
式 (10)の展開式は p1, . . . , pN に関する一次近似と見
なすことができる。ここで、3N 次元の数ベクトル

p B
(
pT

1 , . . . , p
T
N

)T
, d B

(
dT

1 , . . . , d
T
N

)T

を定義すると、(10)は次のように表現できる。

J(p + ∆p) ≈ J(p) + dTp (12)

これより、dを勾配 ∇J とみなすことによって、準New-
ton法に準じた非線形最適化手法が適用できることがわ
かる。具体的な解法としては、必要に応じて不等式制
約を扱うことができる SLSQP法 [5]を用いる．
形状最適化を実行するためには、初期形状 S を与え
る個々の制御点 pν の座標を定め、それらが最適化の過
程の中で変動し得る上限 Uν および下限 Lν を定める。
このとき、序言で述べたように、変動量を大きく設定
すると、散乱体（あるいは対応する NURBS曲面およ
び境界メッシュ）が交差してしまう可能性がある。ま
た、適切にリメッシュを行わないと、TDBEMの計算精
度を損なう可能性もある。これらの問題を回避するた
めに、各散乱体の変形は行うことなく、相互に交差し
ない程度の平行移動によって位置の推定のみを行う。

4. 位置推定
位置推定とは、各散乱体を変形すること無く、それ
を平行移動することによって、(2)の目的関数を大まか
に低減するプロセスである。位置推定は以下に述べる
二段階からなる。

(1) 位置の大域推定
散乱体の初期位置によっては局所最適解に陥ること
がある。そこで、初期位置を大域的に推定する。すな
わち、散乱体の探索領域を選定し、その領域上に所定
の探索点を設ける。次いで、各散乱体の中心をいずれ
かの探索点に取り、その状態で目的関数 J の値を計算
する。素朴には、探索領域を直方体領域として、それ
に直交格子を設けて、その格子点を探索点とすればよ
い。そして、J が最小となる探索点を、次に述べる局
所推定の初期位置とする。
なお、探索点の個数を G、仮定する散乱体の個数を

Mとするとき、J の計算回数は O(GM)となってしまう
ので、計算コストには注意を要する。（散乱体の形状を
全て同一と仮定すれば、計算回数は減じることができ
るが、オーダー的には同じである。）

(2) 位置の局所推定
大域推定で得られた位置を初期値として、そこから
各散乱体を比較的狭い範囲において（すなわち、局所
的に）平行移動することによって、より精度良く位置
推定を行う。この推定（最適化）に対して、形状推定
と同様な準 Newton法を適用する。そこで、注目する k
番目の散乱体の制御点の初期位置からの平行移動量を
q(k) と表す。このとき、(8)より、その散乱体の表面上
の点 xは次のように表すことができる。

x(α, β) =
∑
ν

Rν(α, β)(pν − q(k))

ここに、νに関する総和は注目する k番目の散乱体に関
連する制御点 pν に関してのみ取る。上式の点 xが点 x̃
に摂動したとき、対応する微小変形 εvは以下のように
なる．

εv = x̃(α, β) − x(α, β) =
∑
ν

Rν(α, β)δq(k) = δq(k)

ここに、δq(k) B q̃(k) − q(k) である。また、NURBS基底
の partition of unity

∑N
ν=1 Rν = 1を用いた。これと (5)の

形状導関数より、(4)は次のようになる．

J(ũ) = J(u) +
M∑

k=1

d(k) · δq(k) + O(ε2)

ここに、d(k)は平行移動ベクトル q(k)に関する離散化し
た感度であり，以下のよう表せる．

d(k) B
∫ T

0

∫
S

(
1
c2 u̇λ̇ − ∇su · ∇sλ

)
n dS dt

さらに、(12)の形式に表現するならば、3M次元のベク
トル

p B
(
(q(1))T, . . . , (q(M))T

)T
, d B

(
(d(1))T, . . . , (d(M))T

)T

を定義すればよい。
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5. 位置と形状の逐次推定アルゴリズム
前節までを総合して、以下のようなアルゴリズムに
よって散乱体の位置および形状推定を行う：
Step 0 初期化：散乱体の個数 Mを仮定し、各散乱体の

初期形状を設定する。
Step 1 位置の大域推定：4.(1)節に従う。
Step 2 位置の局所推定：4.(2)節に従う。
Step 3 形状推定：散乱体個々の自己交差や、散乱体同士

の交差が発生しないように各制御点の座標の変化
の上限および下限を絞り込んだ上で、3.節に従う。

Step 4 収束判定：Step 2の目的関数の収束値と、Step 3
のそれとの相対変化を計算し、閾値よりも小さけ
れば推定を終了し、そうでなければ Step 2に戻る。

6. 数値計算例
本稿執筆時点において、5.節で述べたアルゴリズム
に従う位置および形状の逐次的推定に関する数値実装
を行うには至っていない。そこで、散乱体の位置推定
と形状推定をそれぞれ独立に検証する。

(1) 位置推定
a) 問題設定
推定したい散乱体の真の形状（以下、目的形状と呼
ぶ）は、一辺 L∗ が 0.5 の立方体として、中心は c∗1 :=
(0.4,−0.4, 0.1) あるいは c∗2 := (1.0, 0.2, 0.7) の二通りと
する。推定したい散乱体の初期形状は一辺が 0.5 の立
方体とする2（図-2）。まず、大域推定において、推定し
たい散乱体の中心は、立方体状の探索領域 {0.3 ≤ x ≤
1.3, −0.5 ≤ y ≤ 0.5, 0.0 ≤ z ≤ 1.0}に設けた 5 × 5 × 5個
の格子点の上に取る。したがって、合計 125個の格子
点において目的関数 J を計算し、その値が最小と格子
点を局所推定における中心座標の初期値とする。
入射波としては、+x軸方向に進行する次の正弦波状
平面波パルスとする。

uin(x, t) =
1
2

[
1 − Cos

(
2π
Λ

(x − ct)
) ]

ここに、波速 c = 1、パルス長さΛ = 0.5であり、Cos(x)
は次のようなパルス状の三角関数である：

Cos x =

cos x (0 ≤ x ≤ 2π)　

1 (otherwise)

式 (2)の目的関数 J を評価する観測点は図-2に記し
た点 z0から z5の 6点とする。また、目的形状において
観測点で計算された波形（すなわち、式 (2)の f (t, zk)）
を図-3に示す。なお、いずれの c∗ においても、観測点
z1 と z4 は面 z = y+ 0.5に関して対称な位置に設けられ
ているため、それらの波形データ一は（TDBEMの計算
誤差の範囲で）一致することに注意する。z3 と z5 につ
いても同様である。
立方体の 2次の NURBSパッチ（重み係数は一様と
したので、実際には 2次 B-spline曲面）を６個から構
成した。設計変数である制御点の数は各面 4 × 4 = 16
点であり、計 56とした（図-4左）。

2 モデル作成が簡便であるために、初期形状も目的形状と同じく
立方体としたが、両者が別の形状でも構わない。

図–2 位置推定における問題設定

c∗ = c∗1 の場合
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図–3 位置推定における観測波形 f

局所推定において、最適化手法としては NLoptパッ
ケージ [5]の逐次最小二乗法（SLSQP）を用いた。収束
判定については目的関数 J の絶対値が 10−7 以下とし
た。また、設計変数である制御点のいずれの座標の初
期座標からの変動量も上限を 0.2、下限を −0.2とした。

TDBEMの設定としては、時間ステップ幅 ∆tは 0.02、
時間ステップ数は 200（このとき、最終時刻 T = 3.98）
とし、高速 TDBEM [3,4]の精度パラメータである空間
と時間の補間点数は共に 8とした。上記の立方体状散

E-05-06 第28回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - E-05-06 -



図–4 制御点の配置（左）と境界要素メッシュ（右）

乱体は計 7776個の三角形要素によって分割した（図-4
右）。
b) 結果と考察
大域推定において J が最小となる中心は、c∗1 の場
合には (0.3,−0.5, 0.0)、c∗2の場合には (1.05, 0.25, 0.5)と
なった。これらは正解である c∗1と c∗2にそれぞれ近接し
ている。全 125点における J の逆数の分布を示す図-5
からもそれが確認できる。
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図–5 位置の大域推定における目的関数 J の逆数の分布：小
球は c∗ を表す

局所推定については、図-6に示すように、c∗1 の場合
には 13回、c∗2の場合には 8回の反復で収束した。推定
された中心座標は、c∗1 と c∗2 とほとんど相違なかった。
このような高精度な推定結果となった理由は、初期形
状が目的形状と全く同じ形状であると仮定した上で平
行移動のみによって最適解を探索したからであり、初
期形状が目的形状が異なる形状であればその限りでは
ないと思われる。
さらに、大域推定を行わずに、初期形状として一辺
が 0.5、中心が (0.8, 0.0, 0.5)の立方体を仮定した上で、
一辺が 0.5、中心が c∗2 = (1.0, 0.2, 0.7) の立方体を目的
形状とする場合について局所推定を実行した。その J
の推移を図-7に示す。目的関数値は徐々に降下するも
のの、反復回数の上限として設定した 200ステップ以
内では収束しなかった。その最適解（最終ステップに
おける中心座標）は (0.51,−0.35, 0.15)であり、正解で
ある c∗2 との隔たりは大きい。この結果は大域推定の有

c∗ = c∗1 の場合

c∗ = c∗2 の場合

図–6 位置の局所推定における目的関数の推移

図–7 位置の大域推定を行わずに局所推定のみ行った場合の
目的関数の推移

効性を示してる。

(2) 形状推定
a) 問題設定
目的形状は、中心 c∗が (0.8, 0.0, 0.5)の立方体として、
一辺の長さ L∗ は 0.3 あるいは 0.8 の二通りを考える。
初期形状は立方体3とし、その中心は目的形状と同じく
c∗4、一辺の長さは 0.5とする（図-8）。
入射波、観測点、TDBEM の設定は前節の位置推定
と同じとする。他方、SLSQP法の収束判定においては、
目的関数の絶対値が 10−3 以下であるとした。
b) 結果と考察
図-9に目的関数 J の推移を示す。また、得られた最
適形状を図-10に示す。図-10の L∗ = 0.8の場合、左正
面側（解析における −x 側に対応）の形状は比較的精
度よく推定できている。これは、−x側の面が入射波と
向かい合う面であることから、発生した反射波がその
面の情報を観測点に伝えやすいからと思われる。また、
L∗ = 0.3よりも L∗ = 0.8の方が形状の再現性が高いこ
とがわかるが、これは目的形状が大きい程に反射波と
しての情報量が多いと言う直感に合う。

3 前脚注と同じく、目的形状と初期形状が別の形状でも構わない。
4 目的形状の中心と初期形状の中心は十分に近接している限りは
一致していなくても構わない。
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図–8 形状推定における問題設定

L∗ = 0.3の場合

L∗ = 0.8の場合

図–9 形状推定における目的関数の推移

7. 結言
本研究は、３次元空間内に存在する音響散乱体の位
置と形状を、所定の観測点において取得した波形デー
タから逐次的に推定する手法を提案した。形状推定に
関しては、先行研究 [2]によって開発された随伴変数法
に基づく形状導関数（勾配）を利用した形状最適化手
法を、波形データの観測値と計算値の時間積分を最小
化する問題に適用することで実現した。他方、（局所的
な）位置推定については、散乱体の平行移動を上記の
形状導関数に取り込むことによって、勾配を利用した
最小化問題に持ち込むことができた。また、局所最適

L∗ = 0.3の場合 L∗ = 0.8の場合

図–10 形状推定において得られた最適形状：黒枠は初期形状
を表す

解に陥ることを防ぐために、大域的な位置推定を考慮
した。本稿では、位置と形状の推定を独立に行うに留
まったが、それぞれの数値結果は良好であった。
今後の課題は、5.節に述べたアルゴリズムに即して
位置推定と形状推定を逐次的に実行するための計算プ
ログラムを構築して、目的の逆問題を実現することで
ある。また、散乱体が本当は一つであるのに、複数の
散乱体を仮定した場合には、それら散乱体が交差（合
体）することが妥当に思える。このような場合につい
ても本フレームワークを拡張することも課題の一つで
ある。この点については、トポロジー最適化 [6,7]を用
いる場合との長所および短所も念頭に置く必要がある。
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