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源点選択を含む基本解近似解法の開発と
その面外波動問題への適用

Development of the method of fundamental solutions with source point selection
and its application to anti-plane wave problems
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The method of fundamental solutions (MFS) is a numerical method for solving partial differential equations.
In the MFS, source points representing the approximation solutions are located in the complementary domain
of analysis ones. Generally, the number and location of the source points are arbitrary, but they affect the
accuracy of approximation solutions. Therefore, an apropriate method for determining them is required. In
this study, we implement the orthogonal matching pursuit to the MFS for the selection of source points and
check its validity.
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1. はじめに
基本解近似解法 [1] は，偏微分方程式に対するメッ
シュフリー型の数値解法であり，解析における未知量の
数が少なくて済む，数値計算の実装が容易である，な
どの特徴を持つ．その一方で，基本解近似解法では，解
表現に用いる基本解の源点の数や配置が近似解に影響
を及ぼすことが知られている．線形問題に対して疎な
解を求める手法のひとつに，直交マッチング追跡 [2]が
ある．この手法は l0 最適化に分類され，貪欲法に基づ
いて基底ベクトルの選択を繰り返し行う．直交マッチン
グ追跡により，線形問題の解を表現するために必要と
なる基底を選択することが可能となる．そのため，直
交マッチング追跡は基本解近似解法の源点の数や配置
の決定にも適用可能と考えられるが，その有効性は十
分に検討されていない．
以上を踏まえ，本研究では，直交マッチング追跡によ
る源点選択を含む基本解近似解法を開発する．開発手
法を用いて線形弾性体の面外波動散乱問題を解き，近
似解の特徴と源点配置の選択傾向について考察する．こ
れ以降の説明では，特に断りのない限り，1つの項に繰
り返し現れる下付き添え字に対して総和規約を適用す
る．また，ギリシャ文字による下付き添え字は 1, 2を
とるものとする．

2. 解析手法
(1) 対象とする問題
本研究では，等方で均質な線形弾性体の面外波動散
乱問題に対する基本解近似解法の適用について考える．
図–1に，解析対象とする外部領域 V を示す．同図にお
いて，∂V は散乱体の境界，VC は補領域を表す．また，
n (= [n1, n2]T)は境界上の単位外向き法線ベクトルであ

図–1 面外波動散乱問題

る．ただし，(·)T は行列・ベクトルの転置を表す．
周波数領域における等方性弾性体の運動方程式は，物
体力をゼロと仮定すると，次式で与えられる．(

µ
∂2

∂xβ∂xβ
+ ρω2

)
ũ(x) = 0 (1)

ここに，ũ(x)は位置 x (= [x1, x2]T)における面外方向変
位，ωは角周波数を表す．また，ρ, µは弾性体の密度と
せん断弾性係数を表す．加えて，面外方向変位 ũ(x)は，
重ね合わせの原理により，以下の関係式を満たす．

ũ(x) = ũin(x) + ũsc(x); x ∈ V ∪ ∂V (2)

ここに，(·)in および (·)sc は，入射波および散乱波に関
する物理量を表す．ただし，入射波は既知とし，散乱波
は放射条件を満たす．面外波動散乱問題は，これらの
式に適切な境界条件を与えることで解くことができる．
本研究では表面力フリー問題を考え，境界条件を以下
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の式で与える．

t̃(x) = µ
∂ũ(x)
∂nx

= µnβ(x)
∂ũ(x)
∂xβ

= 0; x ∈ ∂V (3)

ここに，t̃(x)は位置 xにおける面外方向表面力であり，
∂/∂nx は境界 ∂V 上での法線方向微分を表す．

(2) 基本解近似解法
前節に示した問題に対して基本解近似解法を適用す
る．基本解近似解法では，領域内部および境界上の変
位を次式で表現する．

ũ(x) := ũin(x) +
N∑

k=1

Ũ(x, yk)c̃k; x ∈ V ∪ ∂V, yk ∈ VC (4)

ここに，c̃k は境界条件によって決定される近似係数を
表す．また，Ũ(x, y)は式 (1)に示す運動方程式に対す
る基本解であり，次式で与えられる．

Ũ(x, y) =
i

4µ
H(1)

0 (kT r) (5)

ここに，xは観測点，yは源点を表す．また，kT は面外
波動の波数，H(1)

n は n次の第 1種 Hankel関数を表す．
加えて，r = |x − y|および i =

√
−1である．式 (4)を用

いれば，表面力は以下の式で表現できる．

t̃(x) := t̃in(x) +
N∑

k=1

T̃ (x, yk)c̃k; x ∈ ∂V, yk ∈ VC (6)

ただし，T̃ (x, y)および t̃in(x)は，それぞれ以下の式で与
えられる．

T̃ (x, y) = µnβ(x)
∂Ũ(x, y)
∂xβ

(7)

t̃in(x) = µnβ(x)
∂ũin(x)
∂xβ

(8)

本研究では，散乱体の境界 ∂V 上に選点 xi（i =
1, 2, · · · ,M）を配置し，その選点上で境界条件を満足
するように近似係数 c̃k を決定する．このとき，解くべ
き連立 1次方程式は，以下のように表現できる．

D̃c̃ = h̃ (9)

ただし，D̃ ∈ CM×N , c̃ ∈ CN , h̃ ∈ CM である．式 (9)に
おいて，未知ベクトル c̃の成分は，次式で表現される．

(c̃)k := c̃k (10)

また，係数行列 D̃および既知ベクトル h̃の成分は，そ
れぞれ以下の式で与えられる．

(D̃)ik := T̃ (xi, yk) (11)

(h̃)k := −t̃in(xi) (12)

(3) 直交マッチング追跡による求解
本研究では，式 (9)に示す連立 1次方程式の求解に直
交マッチング追跡を用いる．直交マッチング追跡では，
線形システム y = Axに対して，以下に示す l0最適化問
題を解く．

minimize
x

∥x∥0 subject to y = Ax (13)

ここに，∥ · ∥0 は l0 疑似ノルムであり，その値は対象と
するベクトルの非ゼロ成分の個数に対応する．直交マッ
チング追跡では，式 (13)を解くために反復計算を実行
する．このとき，初期値は以下のように設定する．

x[0] = 0, r[0] = y, S−1 = ∅, k = 0 (14)

ここに，0は零ベクトル，Sk は各反復ステップで選択
した列ベクトルの情報を記憶するためのインデックス
集合である．最適解の計算では，式 (14)をもとに，以
下に示す処理を順に実行する．

i[k] := arg max
i

|⟨ai, r[k]⟩|2
⟨ai, ai⟩

(15)

Sk := Sk−1 ∪ {i[k]} (16)

x̄[k] := [AH
Sk

ASk ]
−1AH

Sk
y (17)

x[k + 1] :=
∑
i∈Sk

x̄i[k]ei (18)

r[k + 1] := y −
∑
i∈Sk

x̄i[k]ai (19)

k := k + 1 (20)

ここに，⟨·, ·⟩はベクトルの内積，ai は行列 Aの i列目
の列ベクトルを表す．また，ASk は，行列Aのうち，イ
ンデックス集合 Skに記憶されたインデックスの列ベク
トルのみを並べてできる行列を表す．加えて，eiは i番
目の成分にのみ値を持つ標準基底を表す．式 (19)に示
す r[k + 1]は，k + 1回目の反復計算における残差ベク
トルに対応する．なお，式 (15)–(20)に示す反復計算は，
以下の終了条件が満足されるまで繰り返し実行する．

k = M (21)

ただし，この終了条件の判定は，式 (20)の計算の後に
実行される．これにより，近似係数は，形式上，以下の
ように表現できる．

c̃ = x[M] (22)

式 (22)で与えられるベクトル c̃の非ゼロ成分の個数は
Mであり，これは選点の数に一致する．加えて，N > M
として計算を実行すれば，源点の選択が可能となる．

3. 数値解析例
(1) 解析条件
本稿では，波動関数展開 [3]による解析解が存在する
問題を対象に，数値解析結果を示す．対象とする問題
において，散乱体は原点を中心とする半径 a = 1の円
とし，入射波は以下に示す平面波で与えた．

ũin(x) = exp[ikinx1] (23)
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表–1 参照解との最大誤差 Dmax の比較
M

100 200 400

N 109 0.850E−04 - -

249 0.412E−03 0.122E−05 -

484 0.206E−01 0.583E−05 0.164E−05

1941 0.421E−01 0.394E−02 0.181E−05

7825 0.128E−01 0.139E−01 0.151E−01

31397 0.553E+01 0.122E−01 0.170E−01

125609 0.650E+01 0.697E−02 0.118E−01

ここに，kinは入射波の波数であり，次式で与えられる．

kin = kT =
ω

c
, = c =

√
µ

ρ
(24)

また，角周波数は ω = 1 とし，弾性体の密度は ρ =
1，せん断弾性係数は µ = 1とした．選点 xi は境界上
に等間隔に配置し，その数は M = 100, 200, 400 とし
た．源点 yk は解析における補領域に，x1, x2 軸方向に
対して等間隔に配置した．このとき，源点の数は N =
109, 249, 484, 1941, 7825, 31397, 125609とした．ただし，
解析は N > Mの組合せの場合のみ実行した．なお，波
動関数展開における展開項数は 20とした．
本稿では，基本解近似解法によって得られる近似解

ũ(x)と波動関数展開による参照解 ũref(x)の最大誤差を
用いて解析結果を整理する．参照解の最大誤差 Dmaxの
計算には，以下の式を用いた．

Dmax = max
l=1,2,··· ,L

∣∣∣ũ(ξl) − ũref(ξl)
∣∣∣ (25)

ここに，ξl は境界上に等間隔に配置された標本点を表
し，L = 1000とした．

(2) 解析結果
表–1に，各解析条件における参照解との最大誤差Dmax

を示す．この表に示す結果から，すべてのMに対する結
果において，Nが小さい場合に最大誤差 Dmaxが小さく
なる傾向が確認された．また，Nの変化に対する最大誤
差 Dmaxの変化は単調ではなく，増減を伴うことが確認
された．表–2に，各解析条件における条件数 cond ASk

の計算結果を示す．この表に示す結果から，すべての
Mに対して，N を小さくすると条件数が極めて大きく
なり，N を大きくすると条件数の増大が緩和されるこ
とが確認された．これらの結果から，直交マッチング追
跡を用いた基本解近似解法では，N を小さくする（源
点を疎に分布させる）ことで，参照解との最大誤差が小
さくなり，条件数 cond ASk は大きくなった．一方，N
を大きくする（源点を密に分布させる）と，その逆の
傾向を示すことが確認された．
続けて，選択された源点の傾向について確認する．図–

2 から図–6 に，M = 400 における各解析条件（N =
484, 1941, 7825, 31397, 125609）における源点の配置と

表–2 条件数 cond ASk の比較
M

100 200 400

N 109 0.181E+19 - -

249 0.305E+06 0.261E+19 -

484 0.209E+04 0.225E+12 0.738E+12

1941 0.800E+02 0.164E+05 0.362E+11

7825 0.109E+03 0.326E+03 0.127E+06

31397 0.178E+04 0.290E+03 0.947E+03

125609 0.183E+04 0.124E+04 0.161E+04
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図–2 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 484）
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図–3 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 1941）

近似係数の絶対値 |c̃k |を示す． これらの図に示す結果
から，図–2および図–3に示す結果では，源点の配置は
x2 軸に対して非対称となり，近似係数の絶対値 |c̃k |は
比較的大きくなった．一方，図–4から図–6に示す結果
では，N の増加に伴い，選択される源点の配置と近似
係数の絶対値が収束する様子が確認された．また，源
点の配置は，x2 軸に対して概ね対称となった．以上の
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図–4 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 7825）
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図–5 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 31397）
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図–6 選択された源点 yk の配置と近似係数の絶対値 |c̃k |（M =
400,N = 125609）

ことから，源点の数 N の増加よって，近似解の解表現
が収束することが確認された．
最後に，N の増加によって参照解との最大誤差 Dmax

の減少を実現できなかった原因について考える．図–7
に，{M,N} = {400, 125609}に対する境界上の表面力 t̃(x)
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図–7 境界上の表面力（(a)選点 xi における値，(b)標本点 ξl

における値）

を示す．同図において，(a)は選点 xiにおける境界値を，
(b)は最大誤差の計算に用いた標本点 ξlにおける境界値
を示す．これらの結果から，同図 (a)に示す通り，選点
では境界条件を満たす境界値が得られていることが確
認できる．一方，同図 (b)に示す通り，標本点 ξl では
境界値が大きく異なる位置が存在し，表面力フリーの
境界条件を適切に表現できていないことが確認できる．
これが原因となり，参照解との最大誤差 Dmaxの減少を
実現できなかったと考えられる．

4. おわりに
本研究では，等方で均質な線形弾性体の面外波動散乱
問題を対象に，源点選択を含む基本解近似解法を開発し
た．開発手法では，源点選択に直交マッチング追跡に基
づく l0 最適化を用いた．開発手法を用いた数値解析例
では，まず参照解との最大誤差 Dmaxと条件数 cond ASk

を用いて結果を整理した．得られた結果から，源点の
数 N が小さい場合に，参照解との最大誤差 Dmax が小
さくなり，条件数 cond ASk は大きくなることが確認さ
れた．続けて，選択された源点の配置と近似係数の絶
対値の比較を行った．この結果から，源点の数 N を増
やすことで，選択される源点の配置と近似係数の絶対
値が概ね等しくなることが確認された．
開発手法では，源点の数 N を増やした場合の近似解
の精度に課題が残った．今後は，源点の数 N が大きい
場合の近似解の精度の向上に取り組む予定である．ま
た，源点選択については，l1 正則化など他の手法の適
用可能性について検討を行う予定である．
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