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Phononic crystals consist of a periodic structure, and by designing the structure of the unit cell, it is 

possible to control the propagation of acoustic/elastic waves within the crystal. Among them, 

topologically protected edge modes have been observed to appear within the band gap in acoustic 

valley-hall insulators with zigzag interface configurations under specific conditions. The challenge in 

the design aspect for device implementation is the limited band structure design method to intentionally 

induce edge modes at desired frequencies or modes. The objective of this study is to establish a band 

structure design method that induces edge modes at specific frequency bands or modes by introducing a 

structural optimization algorithm to the design of topological phononic crystals. In this study, we 

demonstrated the effectiveness of the designed acoustic waveguide by maximizing the unit cell bandgap 

through topology optimization. 

Key Words : phononic crystal, acoustic valley-hall insulators, edge modes, topology optimization

 

 

 

1． 導入 

本研究では，任意の周波数帯の音響波を伝送するバレ

ーホール由来のトポロジカルフォノニック結晶導波路を，

トポロジー最適化を用いて逆設計する手法を提案する．

フォノニック結晶は周期構造からなり，その単位セルの

構造設計によって結晶中を伝搬する弾性振動や超音波の

輸送を制御することができる．その中でも，トポロジカ

ル物性を利用したトポロジカルフォノニック結晶の特徴

は、特定の条件下でバンドギャップ中にエッジモードが

生じる構造のペアが存在することである．トポロジー最

適化を中心とした構造最適化を用いたトポロジカルフォ

ノニック結晶導波路の逆設計手法は，スピンホール効果

由来の構造で提案されている[1,2]．一方で，バレーホー

ル効果由来の設計手法の研究は少ない[3]．バレーホール

効果由来のトポロジカルフォノニック結晶導波路はユニ

ットセルの形状がC3結晶対称性を持つフォノニック結晶

と，その構造を上下に反転するのみのフォノニック結晶

の組み合わせによって，エッジモードが発現することが

保証されている[4,5]．そこで，C3結晶対称性を持つユニ

ットセルを最適化モデルとして，バンドギャップを操作

するトポロジー最適化による，高効率伝搬が可能なデバ

イスの設計手法を提案する．さらに，最適化によって得

られた構造を用いて導波路を設計，音響伝搬性能評価す

ることで設計手法の妥当性を検証した． 
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2． バレーホールトポロジカルフォノニック結晶 

(1) C3結晶対称性 

 エッジモードの発現を前提条件として利用するため，

最適化過程においてC3結晶対称性を保持させる必要があ

る．本研究では設計変数の更新時に，図-1に示す領域Ⅰ

をベース領域として回転させた領域Ⅱ，領域Ⅲにコピー

する操作を行うことで，空間対称性を定義した． 

 

 
図-1 C3結晶対称性 

 

(2) 初期構造 

本研究では水中にステンレス鋼の構造を埋め込むこと

で音響導波路を作成した．初期構造として[4]で提案され

たステンレス鋼の円ロッド3つを用いた構造を採用した．

格子定数𝑎 = 2.2 × 10-3 [𝑚]，ロッド半径𝑟  = 3.5 × 10-4 [𝑚]

も同様である．解析で用いるそれぞれの材料の物性値，

音速と質量密度は， [4]で用いられた水1490 [𝑚/𝑠]，

1000[𝑘𝑔/𝑚3]，ステンレス鋼5780 [𝑚/𝑠]，7800[𝑘𝑔/𝑚3]を

採用した． 

 

(3) スーパーセル 

 バレーホール効果ベースのトポロジカルフォノニック

結晶ではZigzag界面で，垂直な入力に対して高効率に伝

搬することが確認されている．初期構造を用いたZigzag

界面でのスーパーセルバンドとエッジモードを図-3に示

す．導波路として利用できる周波数はバンドギャップ内

でエッジモードが励起されている周波数帯である． 

 

 

図-2 初期構造のスーパーセル 

 

3． 定式化 

(1) 目的関数と最適化問題 

 初期構造において，ユニットセルの1次と2次の固有周

波数間のバンドギャップを目的関数として，最大化を行

った． 

𝑚𝑎𝑥: 𝑓 = 𝑚𝑖𝑛𝑖=1
𝑛𝑘 𝜆2(𝑘𝑖) − 𝑚𝑎𝑥𝑖=1

𝑛𝑘 𝜆1(𝑘𝑖) (1) 

材料密度𝜌を，体積弾性率を𝐵とすると，フォノニック

結晶中の音波の伝搬特性を記述するための波動方程式は

式(2)と表される．定常状態の場合，Helmholtz方程式は

式(3)となり，周波数領域で表現できる． 
 

−∇ ∙ (
1

𝜌(𝑟)
∇p(r, t)) +

1

𝐵(𝑟)

𝜕2𝑝(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑡2 = 0 (2) 

∇ ∙ (
1

𝜌(𝑟)
∇P(r, ω)) +

𝜔2

𝐵(𝑟)
P(r, ω) = 0 (3) 

 

FEMによる離散化を行うと，一般化された固有方程式

は式(4)と表される．体積制約は0.5として，最大許容体

積𝑉𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤を用いて，式(5)のように与える．設計変数𝜑(𝑥)

は各要素における水とステンレス鋼の材料分布を表し，

𝜑(𝑥) = 0 は水を，𝜑(𝑥) = 1 はステンレス鋼を表す． 

 

Subject to 

[𝐾(𝑘) − 𝜔2𝑀]𝑃 = 0 (4) 

𝑉(𝜑(𝑥))

𝑉𝑎𝑙𝑙𝑜𝑤
≤ 0.5 (5) 

0 ≤  𝜑𝑖 ≤ 1  𝑓𝑜𝑟     𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛 (6) 

 

本研究では物性値の補間式として SIMP 法 (Solid 

Isotropic Material with Penalization)を採用した．各要素

において，質量密度と材料音速を式(7)(8)のように設計

変数の関数として表される．ペナルティ係数は𝑝 = 3と

した． 

 

1

𝜌(𝑥)
=

1

𝜌1
+ (

1

𝜌2
−

1

𝜌1
)𝜑(𝑥)𝑝 (7) 

1

𝐵(𝑥)
=

1

𝐵1
+ (

1

𝐵2
−

1

𝐵1
)𝜑(𝑥)𝑝 (8) 

  

(2) 感度解析 

 目的関数の感度は次式で算出し，MMA(The method of 

moving asymptotes)を用いてトポロジー最適化を行う． 

 

𝑝𝑖
𝑇 (

𝜕𝐾𝑒

𝜕𝜑𝑒
− 𝜆𝑖

𝜕𝑀𝑒

𝜕𝜑𝑒
) 𝑝𝑖 = 𝑝𝑖
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𝑝𝑖 (9) 
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4． 最適化結果 

(1) 最適構造 

目的関数であるバンドギャップと構造の変化を図-3に

示す．初期構造と得られた最適構造のユニットセルバン

ド図の比較を図-4に示す．バンドギャップは初期構造

46.9[kHz]の約6.4倍である301.6[kHz]まで拡大すること

ができた．次に最適構造のスーパーセルバンドとエッジ

モードを図-5に示す．ユニットセルのバンドギャップを

拡大したことで，バルクモードに埋まっていたエッジモ

ードが機能し，導波路として利用可能な周波数帯域幅は

143.3[kHz]となり，初期構造68.3[kHz]の約2.1倍の拡大

を実現した． 

 

 

図-3 目的関数と構造変化 

 

 

 

図-4 初期構造(左)と最適構造(右)の比較 

 

 

 

図-5 最適構造のスーパーセル 

 

(2) 導波路評価 

曲がり角での減衰を確認するため，Z型の導波路で導

波路としての機能を検証した．初期構造と最適構造で導

波路として機能する共通の帯域幅である370[kHz]の音圧

を与えた伝搬様子として，各構造の音圧場のカラーマッ

プを図-6に示す．初期構造では道の途中で波が逃げてい

るが，最適構造ではほとんど波が逃げていない．これは

最適構造では堅牢性が上がり，高効率な伝搬が可能にな

ったことを示す． 

 

 

図-6 初期構造(左)と最適構造(右)のZ型導波路伝搬 

 

5． 結言 

本研究では，ユニットセルのバンドギャップ最大化を

目的関数としたトポロジー最適化によって，高効率に伝

搬するバレーホール効果由来のトポロジカルフォノニッ

ク結晶導波路の設計手法を提案した．さらに，最適構造

を用いて導波路を設計，音響伝搬性能を評価することで，

本手法の妥当性を検証した． 
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