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Extended B-spline基底関数を用いた陰的MPMによる
拡散亀裂から離散亀裂への遷移表現手法の開発

A Transition Scheme from Diffusive to Discrete Crack by means of the Extended
B-spline Basis Functions in the Implicit Material Point Method
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We propose a novel transition scheme from diffusive to discrete crack in the extended B-spline-based implicit
material point method (EBS-MPM). The crack phase-field model is incorporated with the Nitsche’s method,
which plays a vital role to impose an arbitrary Dirichlet boundary condition in the EBS-MPM. Also, to
stably calculate crack propagation in the region subjected to extremely large deformation, we originally
develop a domain separation scheme by means of the extended B-spline (EBS) basis functions. A diffusive
crack surface is detected based on the damage gradient, and the transition to discrete crack is achieved by
using the EBS basis functions. Thanks to the EBS basis functions, we can track the motions of separated
bodies without additional displacement fields. Two numerical examples are presented to demonstrate the
performance of the proposed method.
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1. 研究背景
Griffith破壊に端を発し，破壊現象に対して数多くの
実験や数理モデルの提案が実施されてきた．また，破壊
挙動の予測や現象理解のために数値解析手法に関する
研究も数多く行われてきたが，離散亀裂を直接的に近
似する手法と，連続体損傷モデルを適用した手法に大
別される．本研究では，連続体損傷モデルの一種である
phase-field (PF)亀裂モデル [1]に注目する．PF亀裂モ
デルはGriffith理論に基づいて脆性的な材料の亀裂進展
をポテンシャルエネルギーの最小化問題の解として導
いたものであり，離散亀裂を PF近似して空間的に連続
分布する拡散亀裂として表現する．これにより破壊力
学理論の枠組みで，離散亀裂モデルでは困難であった
任意位置での亀裂発生や任意方向への亀裂進展が追跡
可能となった．その後，Mieheら [2]は連続体力学の枠
組みで熱力学的に整合する PF亀裂モデルを定式化し，
安定した亀裂進展解析を実現するための手法を提案し
た．PF亀裂モデルはそれ以降，動的解析や延性破壊モ
デルへと拡張されている．また PF亀裂モデルは，大変
形解析への多くの適用実績があるmaterial point method
(MPM)の枠組みにも導入されており，準静的・動的な
脆性破壊・延性破壊への適用が報告されている．

MPMの利点として，亀裂進展により損傷領域が局所
的に大きく変形する場合においても計算格子の破綻が
問題にならないことが挙げられる．また，MPMでは物
理領域のすべての物理量を粒子が保持し，背面格子は
物体の変形計算にのみ使用されて物体の運動を追従す
ることがないため，粒子が含まれない背面格子が複数

連続するような領域において自然と不連続な領域への
遷移が表現される．その一方で，粒子は積分点に相当す
るため，粒子の空間分布が疎になる損傷領域における
積分精度が著しく低下することや，全体剛性行列の悪
条件化が懸念される．関連して連続体損傷モデルによ
り表現された亀裂面を不連続面として評価する手法と
して，Homel and Herbold [3]は損傷勾配を利用した物
体分割手法を提案した．この手法では，亀裂面に対し
て直交する損傷勾配を用いて亀裂面の中央を特定して
物体を分割し，それぞれの領域に対して新たな変位場
を定義することで亀裂面における物体の不連続な変形
を表現した．しかしながら，損傷勾配を利用した分割
手法は曲線状の亀裂や 3次元的な複雑な形状の亀裂に
対しても適用できる一方で，分割した物理領域に対し
て追加で変位場を定義する必要があるため，全体剛性
行列を解く陰的MPMへの直接的な適用は困難である．
そこで本研究では，extended B-spline (EBS)基底関数
を導入することで新たな変位場の定義が不要な物体分
割手法を適用した陰的MPMを提案する．EBS基底関
数は MPMにおいて陰的時間積分を安定して適用する
ために Yamaguchiら [4]により導入されたものであり，
物理境界付近において基底関数のサポート領域内に含
まれる物理領域が少なくなることで引き起こられる全
体剛性行列の悪条件化を回避することが可能となる．本
研究では，亀裂面を離散的な不連続面として表現する
際にこれを適用する．具体的には，PF亀裂モデルを用
いて得られる損傷場の空間勾配を利用して亀裂中央を
特定し，損傷勾配の向きが一致する粒子と制御点同士
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でマッピングするように EBS基底関数を構築すること
で物体を分割する．EBS基底関数を用いることで一つ
の制御点には分割された物理領域の一方のみから物理
量がマッピングされるため，一つの制御点に複数の変
位場を定義する必要がなく，解析を通して同一の自由
度数での求解が可能となる．また，分割された物理領
域が十分に離れた場合には，自然と不連続な物理領域
への遷移が表現されることになる．提案手法の表現性
能を検証するために，簡単なベンチマーク問題と大変
化下での亀裂発生・進展解析を実施する．

2. Phase-field亀裂モデル
(1) 亀裂の phase-field近似

PF亀裂モデルでは，離散亀裂を phase-field (PF)変数
d ∈ (0, 1]を用いて拡散亀裂として近似する．d → 0で
損傷を受けていない状態を，d = 1は完全に損傷してい
る状態を表す．PF変数は亀裂中心を x = aとして，指
数関数により d = exp(−∥x − a∥/lf)と表現される．ここ
で lf は長さパラメータであり，拡散亀裂の幅を制御す
る．拡散亀裂は指数関数形で表されるため，以下に示
す亀裂密度関数が導かれる．

γf =
d2 + l2f ∥∇Xd∥

2lf
(1)

ここで，∇X は基準配置における空間勾配演算子である．
この亀裂密度関数を用いると拡散亀裂面 Γlf は離散亀裂
面 Γlf に収束する．

(2) 全ポテンシャルエネルギー
準静的問題に対する全ポテンシャルエネルギーWを
次式で定義する．

W =Wint +Wpen +WNit +Wf

=

∫
B0

Ψe dV +
∫
Γu

0

β

2
∥u − ū∥2 dA

−
∫
Γu

0

(u − ū) · PN dA +
∫
B0

Gcγf dV

(2)

ここで，Wint，Wpen，WNit，Wf はそれぞれ弾性ひず
みエネルギー，強制変位を与えるためのペナルティ項
とNitsche項，拡散亀裂を生成するのに要する仕事であ
る．また，B0，Γu

0，Ψe，β，u，ū，P，N，Gc はそれぞ
れ現在配置における物理領域，現在配置における基本
境界，損傷による弾性剛性の低減を考慮した弾性ひず
みエネルギー関数，ペナルティ係数，変位，強制変位，
第一 Piola-Kirchhoff応力，基準配置における外向き単
位法線ベクトル，単位面積当たりの破壊エネルギーで
ある．Ψe は損傷を受けていない材料の弾性ひずみエネ
ルギー関数 Ψe

0 を用いて次式で定義される．

Ψe =


g(d)

(
Ψe

0,dev + Ψ
e
0,vol

)︸             ︷︷             ︸
Ψe+

0

+ 0︸︷︷︸
Ψe−

0

for J ≥ 1

g(d)
(
Ψe

0,dev

)︸  ︷︷  ︸
Ψe+

0

+Ψe
0,vol︸︷︷︸
Ψe−

0

for J < 1
(3)

ここで，Ψe
0,vol と Ψe

0,dev はそれぞれ弾性ひずみエネル
ギーの体積変形成分とせん断変形成分であり，Ψe+

0 と
Ψe−

0 は損傷に寄与する成分と寄与しない成分である．ま
た，g(d)は材料の弾性剛性を低減するための単調減少
関数であり，本研究では g(d) = min{(1 − d)2, k} とし，
k = 1.0×10−4と設定する．J は体積ヤコビアンであり，
基準配置の位置ベクトル Xと現在配置の位置ベクトル
xにより F = ∂x/∂Xと定義される変形勾配ベクトルを
用いて J ≡ det F で表される．弾性ひずみエネルギー
関数 Ψe を用いて，第一 Piola-Kirchhoff応力 P は次式
で与えられる．

P =
∂Ψe

∂F
= g(d)

∂Ψe+

∂F
+
∂Ψe−

∂F
=: g(d)P+ + P− (4)

損傷を受けていない材料の弾性ひずみエネルギー関数
Ψe

0 は以下で定義する．
Ψe

0 = Ψ
e
0.vol + Ψ

e
0.dev

=
1
2

K
[
1
2

(J2 − 1) − lnJ
]
+

1
2

G
(
tr b̄ − 3

) (5)

ここで，b̄ = J−2/3b は左 Cauchy-Green テンソル b =
FFT の等容変形成分であり，KとGはそれぞれ体積弾
性係数とせん断剛性係数である．

(3) 弱形式
変位場とPFの弱形式はそれぞれ式 (2)の全ポテンシャ
ルエネルギーの仮想変位 δu と仮想 PF変数 δd に関す
る最小化問題を解くことで導出される．現在配置にお
ける変位場の弱形式は次式により与えられる．
δuW = δuWint + δuWpen + δuWNit

=

∫
Bt

σ :
∂δu
∂x

dv +
∫
Γu

t

β(u − ū) · δu
√

n · FFTn
J da

−
∫
Γu

t

(
δu · σn+ (u − ū) ·

(
a :
∂δu
∂x

)
n
)

da = 0

(6)

ここで，δuW は全ポテンシャルエネルギーの δu方向
の変分であり，Bt，Γu

t はそれぞれ現在配置における物
理領域と基本境界，σ，nは Cauchy応力テンソルと現
在配置における外向き単位法線ベクトルである．また，
aは現在配置を参照する第一種弾性テンソルである．
一方，現在配置における PFの弱形式は次式により与
えられる．
δdW = δdWint + δdWNit + δdWf

=

∫
Bt

∂g
∂d
δdHJ−1 dv −

∫
Γu

t

∂g
∂d
δd

(
(u − ū) · σ+n

)
da

+

∫
Bt

Gc

(
d
lf
δd + lf

(
∂δd
∂x

F
)
·
(
∂d
∂x

F
))
J−1 dv = 0

(7)

ここで，δdW は全ポテンシャルエネルギーの δd 方向
の変分であり，σ+ = J−1 P+FT は Cauchy 応力テンソ
ルの損傷に寄与する成分である．また，H は損傷発展
の不可逆性を担保するために導入した履歴変数であり，
時刻 tにおいて位置 xでの値を以下のように定義する．

H(x, t) ≡ max
s∈[0,t]

Ψe+
0 (x, s) (8)
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本研究では式 (6) と (7) を Newton-Raphson (NR) 法に
よる増分解法を適用して各独立変数 {u, d} に関して陰
的に解くが，安定した損傷計算を行うために staggered
algorithm [5]を採用する．このため，変位場に対しては
変位増分 ∆uに関する次の線形化方程式が必要になる．

δuW(u, d; δu, δd) + DδuW(u, d; δu, δd) [∆u] = 0 (9)

また，PFの弱形式を増分解法を用いて解くために PF
変数増分 ∆dに関する次の線形化方程式が必要になる．

δdW(u, d; δu, δd) + DδdW(u, d; δu, δd) [∆d] = 0 (10)

3. EBS基底関数に基づくMPM
(1) MPMによる離散化

MPMでは物理領域を一定体積を持つ質量要素に分割
し，体積 vp を割り当てる粒子を配置する．また，物理
境界も同様に要素分割した上で表面積 apを割り当てた
粒子を配置する．物理領域における被積分関数の体積
積分および面積積分は，領域内の粒子位置で粒子に割
り当てられた体積及び表面積との線形和で近似される．

(2) B-spline基底関数
1次元の B-spline基底関数は，パラメータ空間の座標
ξと次数 µを用いて次の漸化式で定義される．

NµI (ξ) ≡ ξ − ξI
ξI+µ

Nµ−1
I (ξ) +

ξI+µ+1 − ξ
ξI+µ+1 − ξI+1

Nµ−1
I+1 (ξ) (11)

ここで，ξIはノット値で添字 Iはノット指標と呼ばれ，n
個の基底関数の定義域はノット値を並べたノットベクト
ル Ξ = {ξ1, ξ2, · · · , ξn+µ+1}により規定され，0次B-spline
は対応するノット区間で 1，それ以外で 0をとる．
また，ndim次元問題におけるB-spline基底関数は，上
記の 1次元問題における基底関数のテンソル積を用いて

BµI (ξ) =
ndim∏
α=1

NµIα (ξ
α) (12)

のように表される．ここで，ξα は α方向のパラメータ
座標である．また，Iαは α方向のノット指標であり，α
方向のB-spline基底関数の制御点番号を表し，添字 Iは
制御点 (I1, · · · , Indim )を表す．
基底関数 BµI を用いて粒子位置における変位 u(xp)と

PF変数 d(xp)を次式により近似する．

u(xp) ≈ uh(xp) =
∑

I

uI BµI (xp) (13)

d(xp) ≈ dh(xp) =
∑

I

dI BµI (xp) (14)

ここで，uI と dI は制御点 I における変位と PF変数の
値である．

(3) Extended B-spline基底関数
補間近似に用いる基底関数のうちサポート領域を占
める物体領域が少ない基底関数がある場合には，それ
に関する制御点を補間近似から除外するとともに，隣

Replacement by EBSs

Crack surface

Regarded as degenerated 
control points

Subset of control 
points

Subset of control points
associated with EBSs

図–1: EBS基底関数を利用した物体分割手法の概念図

接する制御点によりその制御点位置における値を外挿
し，関連するすべての基底関数を修正（拡張）する．こ
れにより，近似精度を大きく低下させることなく剛性
行列の悪条件化を回避できる．

B-spline 基底関数のサポート領域を占める物理領域
の体積分率とその体積分率に閾値 ϕcr を設けて，その
大小関係に応じて B-spline基底関数を i)標準基底関数
（ϕI > ϕcr），ii)欠陥基底関数（0 < ϕI ≤ ϕcr），iii)外部
基底関数（ϕI = 0）の 3種類に分類する．いま，i)と ii)
の制御点の集合をそれぞれ S，Dと表すと，変位場の補
間近似式 (13)は次式のように改められる．

uh(x) =
∑
I∈S

BµI (x)uI +
∑
J∈D

BµJ(x)uJ (15)

そして，欠陥基底関数に関する制御点の値 uJ を標準基
底関数に関する制御点の値 uI を用いて次の線形結合に
より外挿する．

uJ ≡
∑
I∈SJ

EIJuI (16)

ここで，係数 EIJ は制御点 I における µ次の Lagrange
補間多項式の制御点 J での値である．また集合 SJ は
SJ = {(K1, · · · ,Kndim )} + [0, · · · , µ]ndim ∈ S であり，制御
点 K を始点として制御点 Jに隣接する標準基底関数の
制御点の集合である．制御点 I での値 uI による uJ の
外挿式 (16)を用いて式 (15)を書き改めると次式のよう
になる．

uh(x) =
∑
I∈S

BµI (x) +
∑
J∈DI

BµJ(x)EIJ

︸                         ︷︷                         ︸
Bµ,eI (x)

uI (17)

ここで，DI = {J ∈ D : I ∈ SJ} は標準基底関数の制
御点 I に関連する欠陥基底関数の制御点 J の集合であ
る．また，式 (17)の下付き括弧の項を Bµ,eI (x)と表記し，
extended B-spline（以下，EBS）と称する．変位の近似
式と同様に，PF変数の近似式 (14)も EBS基底関数を
用いて次式により近似される．

dh(x) =
∑
I∈S

Bµ,eI (x)dI (18)
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図–2: 単一切欠き付試験片のモデル形状および解析条件
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図–3: 単一切欠き付試験片の引張試験での荷重変位関係

(4) EBS基底関数による離散亀裂表現手法
損傷勾配は亀裂面に直交するように分布すると考えら
るため，図–1に示すように隣接する 2つの制御点で得
られる損傷勾配のなす角が鈍角になる場合に，それらの
制御点の間に亀裂面が存在すると考えられる．図–1左
図の灰色で示す要素は亀裂の下側にあり，この要素内の
粒子は上向きの損傷勾配 ∇dp を持つ．この灰色の要素
の物理量の補間近似には紫色で囲った範囲の 9つの制御
点が使用されるが，このうち上 3つの制御点がもつ損傷
勾配 ∇dJ は粒子が持つ損傷勾配との間に ∇dJ · ∇dp < 0
の関係が成り立つため，この制御点は亀裂面に対して
灰色の要素と逆側の物理領域をサポートする基底関数
に関するものとして判定する．そして，亀裂面に対し
て灰色要素と逆側の制御点の値を，同じ側にある制御
点を用いて外挿するように構築された EBS基底関数と，
図–1右図の紫色で囲った範囲にある制御点を用いて灰
色要素の補間近似を行う．なお，物体を分割するか否
かの判定は制御点における PF変数が閾値 dcr を上回っ
たときに行うこととなる．

4. 数値解析例
本章では PF亀裂モデルを導入した EBS基底関数に
基づく陰的 MPMの亀裂進展解析への適用性および離
散亀裂への遷移手法の表現性能を検証する．これ以降，

(a) ū = 0.0053 mm (b) ū = 0.01 mm

1.00.0
d

図–4: 損傷発展と変形図

物体分割手法を適用しない結果を “PF-MPM”と，分割
手法を適用した結果を “PF-MPM-DFG”と称する．すべ
ての解析で奥行方向を一格子とし，奥行方向の変位を
拘束した準 3次元解析を実施する．また，2次の EBS
基底関数を採用する．

(1) 単一切欠き付試験片の引張問題
提案手法の亀裂進展解析への適用性と離散亀裂への
遷移表現性を検証するため，単一切欠き付試験片の引
張問題を実施する．モデル形状と境界条件，強制変位
増分，材料定数は図–2に示す．背面格子の一辺の長さ
を 0.008 mm とし，初期配置において一格子内の粒子
数は 9 個とする．dcr と ϕcr，β はそれぞれ 0.9 と 0.1，
2.0 × 108 とする．
図–3 に荷重変位曲線を示す．“PF-MPM” と “PF-

MPM-DFG” の双方で，変位が ū = 0.00494 mm で荷
重のピークを迎え，これ以降顕著な剛性低下がみられ，
既往研究 [6]と類似した曲線を得たことが確認できる．
“PF-MPM-DFG”では変位が ū = 0.00553 mmのときに
荷重が 0となるが，これは “PF-MPM-DFG” では EBS
基底関数により離散亀裂が適切に表現されて物体が切
り離されたためである．一方で，“PF-MPM”では 0で
はないごく小さい荷重値を取ることが分かるが，これは
拡散亀裂として近似した領域において変位場が連続で
あることと剛性低減関数 g(d)の下限値を k = 1.0× 10−4

としたことに起因する．
図–4に “PF-MPM-DFG”の損傷発展の様子と変形図
を示す．図–4 (b) では分割された物体が鉛直上向きに
並進運動をして，離散亀裂の領域の幅が拡張している
様子が確認できる．以上より PF亀裂モデルを導入した
EBS基底関数に基づく陰的MPMにより典型的な引張
破壊を再現できることを確認した．また，EBS基底関
数を用いた物体分割手法を適用する事により，単純な
破壊モードで適切に物体の分割が表現できることを例
示した．

(2) L型構造物の曲げ破壊問題
大変形下における物体分割手法の適用性を検証する
ために，L型構造物の曲げ破壊問題を扱う．図–5にモ
デル形状と境界条件，材料定数を示す．構造物の右上部
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図–5: L型構造物のモデル形状および解析条件
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図–6: L型構造物の曲げ破壊問題での荷重変位関係

30 mmにわたって水平方向に拘束しながら，鉛直方向に
強制変位増分 ∆ū = 1 mmで強制変位量が ū = 8 mmと
なるまで与え，その後は∆ū = 0.1 mmで与える．背面格
子の一辺の長さを 5 mmとする．初期配置において，粒
子の数密度が密な領域には一格子あたり約 170粒子を，
疎な領域には一格子あたり約 36粒子配置する．ϕcr と
dcr，ペナルティ係数はそれぞれ 0.001と 0.85，2.0×107

とする．
図–6 に荷重変位曲線を示す．強制変位 ū = 8.0 mm
で荷重のピークを迎えた後，それ以降で剛性低下がみ
られる．強制変位 ū = 10.0 mmまでは物体分割手法を
適用しない “PF-MPM”の方が物体分割手法を適用した
“PF-MPM-DFG”に比べて同強制変位量に対する荷重値
がやや小さいが，ū = 10.0 mm以降は “PF-MPM-DFG”
の方が荷重値が小さくなる．図–7 には “PF-MPM” と
“PF-MPM-DFG” の損傷発展と変形図を示す．図中 (a)
と (b)からは，物体分割手法を適用した結果の方がより
亀裂が進展していることが確認できるが，(c)と (d)か
らは双方の亀裂進展が同程度であることがわかる．ま
た，(e)と (f)を比較すると物体分割手法を適用した結果

(a) PF-MPM at ū = 8.2 mm (b) PF-MPM-DFG at ū = 8.2 mm

(c) PF-MPM at ū = 10.2 mm (d) PF-MPM-DFG at ū = 10.2 mm

(e) PF-MPM at ū = 19.5 mm (f) PF-MPM-DFG at ū = 19.5 mm

1.00.0
d

図–7: L型構造物の隅角部における損傷発展と変形図

の方が亀裂がより進展していることが確認できる．加
えて (e)と (f)から， “PF-MPM”では亀裂の領域に粒子
が分布しているのに対して，“PF-MPM-DFG”では隅角
部の亀裂開口部から進展する離散的な亀裂形状を表現
できていることが確認できる．以上より，提案手法が
大変形下での破壊解析において離散的な亀裂面を表現
可能であることを確認した．

5. 結論
本研究では，extended B-spline (EBS)基底関数を用い
た陰的 MPMによる拡散亀裂から離散亀裂への遷移を
表現する手法を提案した．EBS基底関数により安定し
た陰解法を実現した MPMに phase-field亀裂モデルを
導入し，大変形下における亀裂進展解析を実施した．さ
らに PF亀裂モデルにより得られた空間に連続分布した
損傷場の空間勾配から拡散亀裂の中央を特定し，EBS
基底関数により拡散亀裂から離散亀裂への遷移を表現
する手法を開発した．数値解析例を通して提案手法に
より典型的な引張破壊を再現できること，および大変
形下において亀裂進展解析および物体分割手法による
離散亀裂への遷移を適切に表現できることを確認した．
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今後は既往研究の結果との定量的な比較を行い，提案
手法による 3次元亀裂進展解析を実施する．
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