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ADVENTURE_Solid is a parallel finite element structural analysis code that utilizes the hierarchical 
domain decomposition method. The code incorporates the balancing domain decomposition (BDD) 
method as a parallel linear solver. Supercomputer Fugaku is a massively parallel supercomputer consisting 
of approximately one hundred and sixty thousand computation nodes. In this study, an enhanced parallel 
implementation of the BDD method in ADVENTURE_Solid is presented for optimal performance on 
Supercomputer Fugaku. 
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1． はじめに 

ADVENTURE_Solidは階層型領域分割法をベースとし

た陰的な有限要素法に基づく並列構造解析コードであり，

オープンソースのCAEシステムであるADVENTUREシス

テムに含まれる解析モジュールのひとつである[1][2]．一方，

スーパーコンピュータ「富岳」[3]は，48コアのCPUを持つ

約16万個の計算ノードを6次元メッシュ／トーラスネッ

ト―ワークであるTofuD インターコネクトで結合した構

成のスーパーコンピュータ（スパコン）である．多数の計

算ノードを持つ富岳では，数千から数万個の計算ノード

を用いた計算ジョブを日常的に実行することが可能であ

るため，その計算資源を活用できるようなソフトウェア

の開発が求められる． 

本研究では，最初に従来のADVENTURE_Solid（ver. 2）

を富岳で実行した場合の問題点について分析する．次に，

数万個の計算ノードを用いても十分な並列化効率が得ら

れるような実装方法を提案する．それに基づいて実装し

たADVENTURE_Solid（ver. 3）の計算性能を「富岳」上で

測定し，その結果を報告する． 

 

2． BDD法 

Mandel[4]により提案されたバランシング領域分割

（Balancing Domain Decomposition; BDD）法は，部分構造

型領域分割法に基づく，線形問題に対する前処理付きの

反復解法である．ここではその定式化の概要を示す．BDD

法の計算過程では元の線形問題よりも小規模ないくつか

の線形問題を解く必要がある．実装方法を検討するため

にこれらを整理する． 

(1) BDD法の定式化 

有限要素法に基づき離散化された静的線形構造解析に

おける釣り合い式は，次のような連立一次方程式となる． 

Ku p  (1) 

ここに，Kは剛性行列， uは節点変位ベクトル， pは節

点荷重ベクトルである． 

 ここでは，領域分割法の中でも部分領域内部の自由度

を消去する部分構造型領域分割法を用いる．まず，解析領

域をN個のオーバーラップのない部分領域に分割する．部

分領域 k に対する剛性行列を
 kK ，節点変位を

 ku ，節

点荷重を
 kp としたとき，これらの行列，ベクトルを次式

のように部分領域内部の自由度と部分領域間境界の自由

度に分割する． 
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(2) 

ここに，添字Iは部分領域内部の自由度を，添字Bは部分領

域間境界上の自由度を表す．領域間境界全体の自由度数

を Bn とする．また，部分領域 k に関係する領域間境界自

由度の自由度数を
( )
B
kn とする． 

部分領域の内部の自由度に関する釣り合いは次式のよ

うに各部分領域において独立に成立する． 
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         
II I IB B I
k k k k k K u K u p  (3) 

一方，部分領域間境界自由度の釣り合いは次式で表され

る． 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
B BI I B BB B B B

1 1 1

N N N
k k k k k k k k

k k k  

   N K u N K u N p  (4) 

ここに，
( )
B
kN は部分領域 k に関する領域間境界自由度を

全ての部分領域に対する領域間境界自由度に変換するブ

ーリアン行列である．式(3)は次のように内部節点変位に

ついて解くことができる． 

           1

I II I IB B
k k k k k
 u K p K u  (5) 

式(5)を式(4)に代入すると次式のようにまとめられる． 

B BSu p  (6) 

ここに，S はSchur complement， Bu は部分領域間境界上

の全ての節点に対する節点変位ベクトル， Bp は静的縮約

された部分領域間境界上の節点荷重ベクトルである．行

列S は B Bn n 型行列となる．部分領域 k に対するローカ

ル Schur complement を ( )kS と す る と ， 全 体の Schur 

complementである S は次式となる． 

( ) ( ) ( )T
B B

1

N
k k k

k

 S N S N  (7) 

ここに， 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( )
BB BI II IB

k k k k k S K K K K  (8) 

である． 

 式 (6)は前処理付き共役勾配法で解くものとする．

Mandel[4]が提案したバランシング領域分割法（Balancing 

Domain Decomposition Method, BDD法）はこの問題に対す

る効果的な前処理手法であり，ADVENTURE_Solidにも実

装されている．その前処理行列は次式となる． 

   1 -1 T 1 -1 T
BDD C NN C

-1 T
C

   



M I RK R S M I SRK R

RK R
 (9) 

ここに，
1

NN
M はNeumann-Neumann前処理のための前処理

行列である． Rと TR  はそれぞれマルチグリッド法

prolongation行列とrestriction行列に相当する．固体，構造

解析では行列Rは B 6n N 型行列となる． CK は次式に

よって計算される． 

T
C K R SR  (10) 

行列 CK はCoarse grid（コース）行列と呼ばれ，剛性行列

Kを部分領域の剛体運動を利用して低次元で近似した行

列となる． CK を係数行列とした線形問題をコース（グリ

ッド）問題と呼ぶ．コース問題を解いた結果を用いてCG

法の収束性を高める処理は，前処理の一種でありコース

グリッド修正と呼ばれる．初期残差に対してコースグリ

ッド修正をするとそれ以降はコース空間の成分が取り除

かれるため，式(9)の第1項の最初のコースグリッド修正と

最後の項を省略できる．このとき，前処理行列は， 

 1 -1 T 1
BDD C NN
  M I RK R S M  (11) 

となる． 

 Neumann-Neumann前処理を表す
1

NN
M は, 

 1 ( ) ( ) ( ) ( )T ( )T
NN B B

1

N
k k k k k

k





 M N D S D N  (12) 

と表される．ここに，
( )kD は領域間境界自由度を共有す

る部分領域の数の逆数を対角成分とした対角行列であり，

重み行列と呼ばれる．   ( )k 
S はローカル Schur 

complementの一般逆行列を表す．荻野[2]は一般逆行列を使

う代わりに次式のようにペナルティ項を加えて正則化し，

逆行列を使う方法を提案した． 

      1
( ) ( ) ( )maxk k kdiag


 S S K I  (13) 

 

(2) 解くべき線形問題の整理 

 BDD法の計算過程で解く必要がある線形問題を整理す

る．以下では，一般的なベクトルを a，bあるいはそれら

に添字を加えた記号で表す． 

 CG法の計算過程における残差ベクトルの計算，式(10)

のコース行列の作成，式(11)のNeumann-Neumann前処理の

後に S との積の計算がある．そのために，次式のような

ローカルSchur complement ( )kS とベクトルの積の計算が

必要である． 

( ) ( ) ( )
B B
k k kb S a  (14) 

( )kS を陽に作る代わりに次式のように本来のディリクレ

境界に加えて部分領域境界自由度もディリクレ境界とし

て与えた問題（ディリクレ問題）を解く．ディリクレ境界

の処理は，ディリクレ境界自由度を除く方法ではなく， 

次式のようにその自由度に関する係数行列の対角項に1

を入れる方法で処理する． 
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ここに， BBI は単位行列を表す．左辺の係数行列の逆行列

を陽に求めるのではなく，線形ソルバーを使う．次に， 
( )
B
kb を次のように求める． 
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 一方，Neumann-Neumann前処理では，次式のように式
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(13)の一般逆行列を近似した行列とベクトルの積の計算

が必要である． 

    1
( ) ( ) ( ) ( )
B Bmaxk k k kdiag



 b S K I a  (17) 

ここでも
( )kS を陽に作る代わりに次の方程式（ノイマン

問題）を線形ソルバーにより解く． 
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 最後に，コースグリッド修正に含まれる
-1
CK とベクト

ルの積についても，逆行列を陽に作る代わりに線形ソル

バーを用いて計算する．すなわち， 

-1
Cb K a  (19) 

を求めるために， 

C K b a  (20) 

を線形ソルバーにより解く． 

 以上のように，BDD法の実装では式(15)，(18)，(20)の求

解の実装方法がポイントとなる．式(15)，(18)は部分領域

単位の局所的な計算であるため，ローカル問題と呼ぶ．式

(20)の計算はコース問題と呼ぶ． 

 
3． ADVENTURE_Solid におけるバランシング領

域分割法の従来の実装方法 

(1) 階層型領域分割法 

 ADVENTURE_Solid は Yagawa and Shioya[5]が提案した

階層型領域分割法をベースとして並列実装をしている．

図-1 のようにメッシュはまず Part と呼ばれる領域に分割

され，各 Part がさらに部分領域に分割される．階層型領

域分割はドメインデコンポーザーADVENTURE_Metis で

行う．その中で，Part への分割には ParMetis[6]が，Part の

部分領域への分割には Metis[7]が使われている． 

 

 

 
 

図-1 階層型領域分割 

 

(2) 従来の実装方法 

非公開のADVENTURE_Solid FS版では式(15)，(18)のロ

ーカル問題は直接法の一種であるスカイライン法のシリ

アル処理版で解いている．一方，式(20)のコース問題はス

パース直接法ソルバー MUMPS[8] で解いている．

ADVENTURE_SolidはMPIにより並列化されており，1個

のPartを1個のMPIプロセスに割り当てている．マルチコ

アCPUを使う場合には，1個のMPIプロセスの中でOpenMP

によるスレッド並列化を行っており，1個のPartの中にあ

る複数の部分領域に対する式(15)，(18)のローカル問題を

コア数と同数のスレッドに割り当てることで並列に計算

する．この並列化では理想的なスケーラビリティが得ら

れている．一方，コース問題に使うMUMPSもMPI並列化

されているが，超並列計算機ではPart数と同数のMPIプロ

セス数は非常に大きいため，Partの情報をMUMPSに適し

た数のMPIプロセスに集約し，少ないMPIプロセス数で並

列計算を行っている．また，MUMPSで使われるBLASを

スレッド並列版とすることで複数のコアを使ったマルチ

スレッド並列化ができる． 

(3) 従来版による原子力発電所モデルの解析 

富岳に実装したADVENTURE_Solid FS版の従来版によ

り，四面体二次要素による福島第1原子力発電所1号機モ

デルの静的解析を富岳により行う．このモデルの自由度

数は1,497,322,665（約15億）である．なお，富岳の1個の

計算ノードは4個のCMGと呼ばれる単位により構成され，

48個のコアとメインメモリの関係は均質ではない．ここ

では1個のCMGに1個のMPIプロセスを割り当てて計算す

る．したがって，1個のMPIプロセスには12個のコアが割

り当てられる． 

表-1に5種類の領域分割のケースを示す．ここではCase 

AとBに対して従来版により解析を行った結果を示す．表

-2にそれぞれのケースにおけるコース問題の規模とロー

カル問題の規模を示す．コース問題の規模は全部分領域

数×6（剛体モードの数）となる．ローカル問題の規模は，

全自由度数/全部分領域数で概算したものである．実際に

は部分領域間境界上の自由度が重複することや，式(15)の

ディリクレ問題よりも式(18)のノイマン問題の方が係数

行列の非零成分少ないという差異はあるものの，計算の

オーダーの見積りにはなっている．富岳上の従来版によ

り計算性能に対するパラメータスタディをした結果，従

来版ではCase Aの領域分割によって最も速い計算速度が

得られている． 

図-2にCG法の1反復ステップ（1CG）の計算におけるコ

ース問題の計算時間とその他の計算時間の割合を示す．

Case Aのローカル問題の数はCase Bの10倍以上で，ローカ

ル問題の規模は1/10以下となっている．ローカル問題の求

解に用いているスカイライン法は自由度に対してスケー

ラブルな解法ではないため，全てのローカル問題に対す

る計算時間はCase Aの方が圧倒的に短い．しかし，コース

問題の規模が大きいため，MUMPSによるコース問題の求
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解の時間が全体の半分近くを占めている．MUMPSに割り

当てるMPIプロセス数は96～192程度であり，全体の6144

個のMPIプロセスの中のほんの一部に過ぎないため，

MUMPSの計算の間はほとんどのMPIプロセスは何もし

ていないことになる．一方，Case Bでは1個のPartの部分領

域数を1個に減らすことでコース問題の規模を小さくし

ている．コース問題とローカル問題の規模は同程度であ

る．ただし，コース問題はMUMPSで，ローカル問題はス

カイラインソルバーで解いているため，計算時間の大半

はローカル問題の求解時間になっている．全体の計算速

度はCase Aよりも大幅に遅く，収束まで計算していない． 

プロセスとスレッドの割り当て，および，1CGおよび全

体の計算時間とCG法の反復回数は後の表-3, 4にそれぞれ

改良版の情報と共に示す．CG法の収束判定では，後の改

良版による解析も含めて相対残差の閾値を 31.0 10 とし

ている． 

 

4． ローカル問題にもMUMPSを使った実装 

(1) 実装 

3(3)節の数値実験の結果から，部分領域数を調整するこ

とで，コース問題とローカル問題の規模を同程度にする

ことができ，多くの計算ノードを有効活用できる可能が

あることがわかった．しかし，その結果，ローカル問題の

規模が大きくなり，スカイライン法を使うと計算時間が

長くなる．そこで，ローカル問題にもMUMPSを使えるよ

うに解析コードを改良する． 

 

 
表-1 領域分割 

ケース Part数 

1Partあたり

の部分領域

数 

全部分領

域数 

Case A 6,144 24 147,456 

Case B 12,288 1 12,288 

Case C 6144 4 24576 

Case D 12,288 2 24576 

Case E 24000 1 24000 

  

 
表-2 コース問題とローカル問題の規模 

ケース 
コース問題の規

模 

ローカル問題の

規模 

Case A 約88万自由度 約1万自由度 

Case B 約7.3万自由度 約12.2万自由度 

Case C 約15万自由度 約6.1万自由度 

Case D 約15万自由度 約6.1万自由度 

Case E 約14万自由度 約6.3万自由度 

 

 
(a) Case A  

 

    

(b) Case B  

図-2 1CG の計算におけるコース問題の計算時間とその他

の計算時間の割合（従来版による） 

 

1個の部分領域に関するローカル問題をMPIにより分散

並列化されているMUMPSで解く場合，1個の部分領域に

複数のMPIプロセス（以下，プロセス）を割り当てる必要

がある．従来のADVENTURE_Solidでは，図-3のように部

分領域を管理するPartに1個のプロセスを割り当てていた

ため，プロセスの割り当て方法を見直す必要がある． 

MPIでは集団的操作の対象となるプロセスの集まりを

コミュニケータとして定義する．図 -4に改良した

ADVENTURE_Solid（改良版）におけるMPIのコミュニケ

ータの配置を示す．従来の実装ではPart数と同数のプロセ

スで構成されるMaster Groupのみであったのに対し，今回

の実装ではWorker Groupを加える．MPI_COMM_WORLD

は全プロセスを表すコミュニケータである．PLUコース

グリッドMUMPSコミュニケータは，コースグリッド問題

の求解に使うMUMPS用である．MPC MUMPSコミュニケ

ータは，MPCを含む問題において拘束条件に関する射影

を行うMUMPS用のコミュニケータである．このコミュニ

ケータは複数個配置することもある．以上のコミュニケ

ータはMaster Groupの中に置く．MUMPSローカルコミュ

ニケータは，ローカル問題の求解に使うMUMPS用であり，

Partの数と同じ数になるように生成する．コミュニケータ

6144 parts, 24 subdomains/part

Time for MUMPS

Time for local solver and other

12288 parts, 1 subdomains/part

Time for MUMPS

Time for local solver and other
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に2個以上のプロセスが含まれる場合には，Master Group

のプロセスだけでは足らないので，Worker Groupのプロセ

スを使う．1個のPartに複数の部分領域がある場合には，

MUMPSのオブジェクトは部分領域毎に生成するが，計算

は順番に行うものとしてコミュニケータは同じもの（各

Partに一つ配置）を使う． 

(2) 計算性能評価 

表-1のCase C, D, Eについて，改良版で解析を行う．表-

3に各ケースのプロセスとスレッドの割り当てを，表-4に

計算時間とCG法の反復回数を示す．改良版ではローカル

問題に対して多くのMPIプロセスが必要なこと，また，ス

レッド並列が部分領域毎の処理に対するものではなく，

スレッド並列版のBLASに対するものであるため，並列性

能が低いことから，1個の計算ノードに8個のMPIプロセス

を割り当てている．Case C, D, Eの全部分領域数はほぼ同

じであり，違いは1個のPartあたりの部分領域数である． 

Case CとDについて，Case C のCG法の反復数がCase D

と同じであると仮定した上で並列化効率を求めると，

66.4%となり良好な結果となっている．1CGループの計算

時間で比較すると，Case Eではさらに高速になっている．

しかし，Case Eでは収束までのCG法の反復回数が多く，

全計算時間は従来版の最速値であるCase Aの計算時間よ

りも遅くなっている．BDD法の性質により，部分領域数

が少なくなるとコースグリッド修正の性能が低下して反

復回数が増大する．それだけでなく，1個のPartあたりの

部分領域数が1個の場合，収束性がより低下する現象がみ

られる．部分領域数を少し変えたケースでも同様の傾向

となった．Partあたりの部分領域数が1の場合，領域分割

はParMetisのみで行うことになるので，ParMetisによる領

域分割の品質が，Metisによるものと比べてやや劣ってい

る可能性が考えられる． 

 

5． おわりに 

本研究では，階層型領域分割法に基づく並列有限要素

構造解析コードADVENTURE_Solid（ver. 2）を富岳で実行

した場合の問題点について分析した．次に，数万個の計算

ノードを用いても十分な並列化効率が得られるように，

ローカル問題をスパース直接法ソルバーMUMPSで解く

ような実装を行い（ADVENTURE_Solid（ver. 3）），その

計算性能を評価した． 
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図-3 従来版におけるコミュニケータの配置 

 

 

 
図-4 改良版におけるコミュニケータの配置 

 

表-3 MPIプロセスとスレッドの割り当て（Case A, Bは

従来版，Case C, D, Eは改良版） 

ケース ノード

数 

MPIプ

ロセス

数 

部分領

域あた

りのプ

ロセス

数 

コー

ス問

題用

プロ

セス

数 

プロセ

スあた

りのス

レッド

数 

Case A 1,536 6,144 1 192 12 

Case B 3,072 12,288 1 16 12 

Case C 3,072 24,576 4 24 6 

Case D 6,144 49,152 4 24 6 

Case E 12,000 96,000 4 24 6 

 

表-4 計算時間とCG法の反復数 

ケース 1CGの計算

時間（s） 

CG法の反

復回数 

全計算時間

（s） 

Case A 0.55 678 461 

Case B 3.72 － － 

Case C 0.86 1,260 1,193 

Case D 0.53 1,024 594 

Case E 0.38 1,321 524 
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