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微圧縮弾性体の固有値問題における
圧力安定化四面体1次要素の数値特性

On Numerical Properties of Pressure Stabilized Linear Finite Element
for Nearly Incompressible Elasticity in Eigenvalue Problem of Vibration
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In this paper, numerical properties of pressure stabilized linear tetrahedral finite element for nearly incom-
pressible elasticity are discussed for the eigenvalue problem of free vibration. Exact solutions for a three-
dimensional rectangular domain with the slip boundary condition, in which stationary modes of P-wave
and S-wave can be obtained separately, are adopted for comparison with numerical solutions. The optimal
stabilizing parameters are investigated.
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1. はじめに
ゴム等の高分子材料や生体軟組織では，体積剛性が
せん断剛性に比べて極めて大きい微圧縮性あるいは体
積変形はほぼ無視できる非圧縮性が観察される．この
ような材料に対しては，基本的に大変形解析が必要と
なり，ロバストな手法の開発が望まれている．筆者は，
非圧縮性材料の準静的大変形解析で比較的ロバストで
数値特性も良好なことが確認されている１次要素を基
本とした圧力安定化有限要素法 [1]に，近年開発された
微圧縮体に対する分離型時間積分 [2]を組み合わせた手
法を提案した [3]．
安定化有限要素法では，人工的な安定化パラメータ
が導入されており，その大きさを適切に設定すること
が重要となる．圧力安定化有限要素法のこれまで研究
では，準静的問題 [1]や自由振動の時刻歴応答解析 [3]
の結果から安定化パラメータについての評価を行って
きた．一方，動的問題における数値計算手法の数値特
性は，振動固有値の精度で決定されることから，振動
固有値の近似性能を把握することは重要である．しか
しながら，振動固有値問題において要素の数値特性を
議論された例は見当たらない．これは，ソリッド要素を
用いる連続体に対して振動固有値問題の厳密解と比較
する手法がこれまで知られていなかったことが一因で
あると考える．そこで本研究では，筆者が提案した厳
密解を導出可能な振動固有値問題 [4]と同様なアプロー
チで，弾性波動における等容変形成分である S波の定
在波として表される固有モードと体積変形成分である
P波の定在波として表される固有モードを分離しなが
ら，すべての固有値，固有モードを陽に記述可能な問
題を導出し，固有値問題における要素の数値特性の評
価を行う．本研究では，特に微圧縮性の場合の P波の
定在波として現れる固有モードと対応する固有角振動
数に注目し，厳密解と数値解を比較することで最適な
安定化パラメータの決定を目指す．

2. 微圧縮弾性体の固有値問題の有限要素近似
(1) 摂動支配方程式と弱形式
本研究では，微圧縮均質等方弾性体の動的問題に対
する混合型定式化を考える．材料構成則については，体
積変形成分と等容変形成分が分離可能なものを前提と
する．このとき，領域 Ωで定義された時刻 tに依存す
る変位 uと圧力 pを未知数とすると，自由振動問題の
運動方程式と体積ひずみと圧力の関係を表す体積変形
に対する構成方程式は以下ように表される．

ρ
∂2u
∂t2 = ∇ · σ

′(u) − ∇p, (1)

1
K

p + ∇ · u = 0 (2)

ここで， ρ は密度，K は体積弾性係数である．また，
σ′(u)は変位から計算される偏差応力であり，等方弾性
体を考えると，せん断弾性係数 µを用いて以下のよう
に表される．

σ′(u) = µ
{
∇u + (∇u)t − 2

3
I∇ · u

}
ここで，Iは単位テンソルである．
本研究で考える圧力安定化有限要素法では，圧力の
ラプラス作用素に対応した項を非圧縮条件式に付加す
るものとなっている [1,3]．そこで，体積ひずみと圧力
の関係を表す構成方程式 (2)に圧力安定化項となる摂動
項を以下のように付加する．

1
K

p − τ△p + ∇ · u = 0 (3)

ここで，τは安定化パラメータであり，詳細は後述する．
支配方程式 (1)(2)に対して，変分法的定式化を行う
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と弱形式は以下となる．∫
Ω

ρv · ∂
2u
∂t2 dx =

∫
Ω

ϵ′(v) : 2µϵ′(u) dx +
∫
Ω

∇ · vp dx

(4)∫
Ω

(
1
K

qp + τ∇q · ∇p
)

dx +
∫
Ω

q∇ · u dx = 0 (5)

ここで，v, qはそれぞれ u, pの許容変数である．また，
ϵ′(u)は変位 uから偏差ひずみテンソルを与える以下の
微分作用素である．

ϵ′(u) =
1
2
{∇u + (∇u)t} − 1

3
I∇ · u

(2) 空間離散化と振動固有値問題
圧力安定化１次要素を用いて，弱形式 (4)(5)の空間
離散化を行う．変位 uとその許容変数 vを四面体１次
要素で離散化された変数をそれぞれ uh, vh，圧力 pとそ
の許容変数 qを要素毎に定数として離散化した変数を
それぞれ ph, qhとする．さらに，uh, vhの節点ベクトル
をそれぞれ U, V，ph, qh の自由度ベクトルをそれぞれ
P, Qとする．このとき，半離散化された代数方程式が
以下のように得られる．

VtM
∂2U
∂t2 = VtKU + VtCP (6)

QtSP +QtKSP −QtCtU = 0 (7)

上式で現れる行列は以下で定義される．∫
Ω

ρvh · uh dx = VtMU (8)∫
Ω

ϵ′(vh) : 2µϵ′(uh) dx = VtKU (9)∫
Ω

qh∇ · uh dx = QtCtU (10)∫
Ω

1
K

phqh dx = QtSP (11)∫
Ω

τ∇ph · ∇qh dx = QtKSP (12)

ここで，安定化項に対応する行列 KS の定義式 (12)に
おいて，圧力とその許容変数は要素内定数となる不連
続関数で表されているため，空間微分を直接求めるこ
とができない．これについては，従来から要素境界上
の圧力ギャップに基づく離散表現として取り扱われてき
たが [1]，筆者はこれを圧力の勾配の離散表現を用いて
再定義した [3]．本研究でも，再定義された近似式を採
用する．
また，安定化パラメータは，無次元パラメータ βを
用いた次式で表す．

τ = β
h2

K
(13)

ここで，hは代表要素長さであり，本研究では要素辺長
の最小値を用いる．
固有値問題を導くために，固有角振動数ωを用い，時
間に関する単振動の関数 eiωtと有限要素近似されたモー

ドに対する節点変位ベクトル Ūと圧力自由度ベクトル
P̄により以下のように変数分離する．

U = eiωtŪ, P = eiωtP̄ (14)

このとき，許容変数ベクトル V,Qの任意性より，次の
行列の一般固有値問題が得られる．

−ω2
[
M O
O O

] {
Ū
P̄

}
=

[
K C
Ct S +KS

] {
Ū
P̄

}
(15)

上式の左辺の係数行列が正則で無いことから，圧力変
数 P̄を消去して，以下ような標準的な一般固有値問題
に変換し，固有値解析を行う．

−ω2MŪ = {K − C(S +KS)−1Ct}Ū (16)

なお，質量行列Mについては，本研究では集中化質量
を用いる．

3. 検証問題の構成
(1) 弾性波動方程式と固有値問題
検証問題を構成するため，固有値問題の厳密解を弾
性波動論 [5]にしたがって導出する．まず，自由振動問
題の支配方程式 (1)(2)を変位のみを変数として表すと
以下となる．

∂2u
∂t2 = (λ + µ)∇(∇ · u) + µ∆u (17)

ここで，λはラメの第一定数であり，λ = K − 2
3µであ

る．微分作用素についての恒等式
∆u = ∇(∇ · u) − ∇ × ∇ × u (18)

を用いると，式 (17)は次のように書き換えられる．

ρ
∂2u
∂t2 = (λ + 2µ)∇(∇ · u) − µ∇ × ∇ × u (19)

ヘルムホルツの定理より，変位 uはスカラーポテン
シャル ϕとベクトルポテンシャルΨの和として表すこ
とができる．

u = ∇ϕ + ∇ ×Ψ (20)

微分作用素の定義から ϕと Ψが滑らかであれば
∇ × (∇ϕ) = 0, ∇ · (∇ ×Ψ) = 0 (21)

が成立する．したがって，式 (19)(20)より ϕと Ψがそ
れぞれ次の波動方程式を満たすとき，変位 uは弾性体
の運動方程式 (19)を満たすものとなる．

∂2ϕ

∂t2 = c2
p∆ϕ,

∂2Ψ

∂t2 = c2
s∆Ψ (22)

ここで，cp, cs は次式の P波速度と S波速度である．

cp =

√
λ + 2µ
ρ
, cs =

√
µ

ρ
(23)

このとき，式 (22)の第 1式，第 2式はそれぞれ P波す
なわち体積変形の伝播および S波すなわち等容変形の
伝播を表す．
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いま，波動方程式 (22)の解 ϕ(x, t), Ψ(x, t)に対して，
時刻 t の関数と空間変数 xの関数による変数分離を行
うと，固有角振動数 ωp, ωsを用いて，解は以下のよう
に表示できる．

ϕ(x, t) = eiωptϕ̄(x), Ψ(x, t) = eiωstΨ̄(x) (24)

ここで，ϕ̄, Ψ̄ は固有関数（固有モード）であり，次の
固有値問題の解である．

cp
2∆ϕ̄ = −ω2

pϕ̄, cs
2∆Ψ̄ = −ω2

sΨ̄ (25)

このとき，スカラーポテンシャルの固有モード ϕ̄とベク
トルポテンシャル Ψ̄に対して，変位モードはそれぞれ

ūp = ∇ϕ̄, ūs = ∇ × Ψ̄ (26)

と表される．したがって，この変位モードにおいて物理
的に合理的な境界条件となるよう領域形状とスカラー
ポテンシャル ϕ̄とベクトルポテンシャル Ψ̄の具体形を
与えることで，厳密解が陽に表示できる固有値問題を
構成する．

(2) 直方体領域における厳密解の構成
本研究では，直方体領域を Ω =]0, L1[×]0, L2[×]0, L3[
を考え，前節で述べた固有値問題の解を構成する．

P波の定在波については，円筒領域の場合 [4]と同様
に，固有モードを表すスカラ関数 ϕ̄を次式で表す．

ϕ̄ = cos
lπ
L1

x1 cos
mπ
L2

x2 cos
nπ
L3

x3 (27)

ここで，l, m, nは波数を表す非負整数であり，l = m =
n = 0となる自明な解を除く．このとき，角振動数 ωp

は

ωp = cpπ

√(
l

L1

)2

+

(
m
L2

)2

+

(
n
L3

)2

(28)

で表され，式 (26)の第 1式より変位モードは以下となる．

ūp =


lπ
L1

sin lπ
L1

x cos mπ
L2

y cos nπ
L3

z
mπ
L2

cos lπ
L1

x sin mπ
L2

y cos nπ
L3

z
nπ
L3

cos lπ
L1

x cos mπ
L2

y sin nπ
L3

z

 (29)

この変位モードは，各境界の面で法線方向成分が零の
滑り条件を満足している．
一方，S波の定在波については，固有モードを表すベ
クトル関数 Ψ̄を次式で表す．

Ψ̄ =


D1 cos lπ

L1
x1 sin mπ

L2
x2 sin nπ

L3
x3

D2 sin lπ
L1

x1 cos mπ
L2

x2 sin nπ
L3

x3

D3 sin lπ
L1

x1 sin mπ
L2

x2 cos nπ
L3

x3

 (30)

ここで，l, m, nは P波の場合と同様に波数を表す非負
整数，D1, D2, D3はモード形を表すパラメータである．
上記のベクトル関数は，l = m = n = 0だけではなく，
l, m, nのいずれか 2つが 0であっても，恒等的にゼロ
ベクトルとなり，自明な解となることに注意する．こ
のとき，角振動数 ωs は

ωs = csπ

√(
l

L1

)2

+

(
m
L2

)2

+

(
n
L3

)2

(31)

で表され，式 (26)の第 2式より変位モードは以下となる．

ūs =


(

D3m
L2
− D2n

L3

)
π sin lπ

L1
x cos mπ

L2
y cos nπ

L3
z(

D1n
L3
− D3l

L2

)
π cos lπ

L1
x sin mπ

L2
y cos nπ

L3
z(

D2l
L1
− D1m

L2

)
π cos lπ

L1
x cos mπ

L2
y sin nπ

L3
z

 (32)

これから境界上で変位モードが滑り境界を満足してい
ることが分かる．このとき，l, m, nが正の整数であると
き，式 (32)よりモード形を表すパラメータ D1, D2, D3

は 2つの独立な定数で表され，固有値の重複度は 2と
なる．また，l, m, nのいずれか 1つが 0の時，Ψ̄は 1
成分のみが非ゼロとなることから，固有値の重複度は
1となる．
以上より，P波の定在波によるモードと S波の定在波
によるモードが同じ滑り境界条件を満足するものとし
て厳密解が構成された．したがって，数値計算におい
ても滑り境界条件を設定することで，P波の定在波によ
るモードと S波の定在波によるモードの両方を含むす
べての固有値，固有モードが厳密解と比較可能となる．

4. 固有値の数値特性
(1) 問題設定
前節で述べた滑り境界を課した直方体領域における
固有値問題の厳密解と圧力安定化四面体１次要素によ
る有限要素近似解との比較を行い，有限要素解の数値
特性の評価を行う．領域形状については，辺長が同じ立
方体とすると，座標軸に対する対称性が発生し，固有
値の重複が生じる．本研究ではこのような固有値の重
複を避けるため，相異なる辺長として L1 = 0.9, L2 =

1.0, L3 = 1.1と設定する．材料定数は，せん断弾性係
数 µ = 400とし，ポアソン比 νについては，微圧縮性
として 0.48と 0.49の場合について検討する．要素分割
は図–1の一辺を 5分割した対称な一様分割を用いる．

(2) 厳密解の固有値分布の特徴
S波モードに関する厳密解について，ポアソン比 ν =

0.48の場合のモード番号と固有角振動数および固有モー
ド (30)における最大波数の関係を図–2に示す．500次
以下の固有値に対して P波モードは数個しか現れない
ため，ポアソン比 ν = 0.49の図もほぼ同じとなる．

(3) 振動固有値の精度
図–3にポアソン比 ν = 0.48の場合の S波によるモー
ドと P波によるモードそれぞれについて固有角振動数

図–1 要素分割
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図–2 S 波モードに関する厳密解のモード番号と固有角振動
数，最大波数 (ν = 0.48)
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(b)　 P波モード

図–3 モード番号と固有角振動数 (ν = 0.48)

を昇順に並べたモード番号と固有角振動数の関係を示
す．特に本研究では，S波と P波によるモードを分離し
た厳密解が得られていることから，筆者が示した手法
[4]に基づき，計算結果で得られた固有モードと厳密解
の固有モードの対応関係を特定し，各角振動数が P波
によるものか S波によるものかを分類している．本研
究の固有値問題は前節で述べたように S波のモードに
対しては重複固有値を含むことから，重複固有値に対
応した固有モードについては，厳密解の固有モードの
線形結合を考え，線形結合に対して一致度が高いモー
ドを選択する手法を新たに導入している．
今回用いた要素分割は，一辺の分割が５であり，適
切に表現できる波数は 2までとなり，対応する固有値
は，図–2より概ね 50次より小さいものとなる．した
がって，S波については適切にモードが表現できる 50
次程度までは固有角振動数の精度が十分高いが，それ
以降は精度が低下していることが分かる．さらに，350
次以降では急速に精度が低下している．
前述したように，一辺が 5分割の要素分割を用いた
ことから，この次数は，この要素分割では表現が不可
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(b)　 P波モード

図–4 モード番号と固有角振動数 (ν = 0.49)
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能な波数 7あるいは 8のモードに対応していることが
図–2より分かる．すなわち，要素分割の空間解像度に
よって固有角振動数の精度が決定されている．

S波モードについては，安定化パラメータの大きさは
固有角振動数の精度が確保されている次数では解にほ
とんど影響を与えていないことも見て取れる．モード
の表現能力が失われた高次のモードでは，安定化パラ
メータの大きさによって解が変化するが，固有値解析
の精度とは無関係と言える．
一方，微圧縮性の場合，伝播速度が S波に比べて大
きくなることから，P波によるモードは低次には現れな
い．図–3(b)より，P波モードにおける最小固有角振動
数から数個の固有モードが S波モードにおいて精度が
低下している固有角振動数範囲に現れていることが分
かる．このとき，対応するモードの固有角振動数の大
きさに関しては，数値解は高い精度が確保されている
ことが分かる．これは，これらのモードでは，最大波数
は 1となっており，用いた要素分割で十分解像できる
ものであることから説明できる．しかしながら，モー
ド番号については，厳密解と数値解は大きくずれてる．
これは，周りに存在する S波モードの固有角振動数は
精度が低下したものとなっていることに起因すると考
えられる．さらに，S波モードにおいてモード形状の表
現が不可能な高次の固有角振動数の範囲に現れた P波
モードについては，モード番号のずれも大きくなって
いる．
図–4にポアソン比 ν = 0.49の場合を示すが，基本的
な数値特性は ν = 0.48のときと同様である．

(4) 安定化パラメータと P波モード固有値の精度
図–5 に安定化パラメータと P 波モードにおける最
小固有角振動数の相対誤差を示す．２つのポアソン比
ν = 0.48，049においてほぼ結果は重なっている．また，
他の低次の固有角振動数についての結果も同様であっ
た．したがって，適切な安定化パラメータは準静的解
析の場合 [1]とほぼ同じで 0.5前後であると言える．

5. おわりに
本研究では、固有値解析により，圧力安定化１次要
素の数値特性と適切な安定化パラメータの大きさを評
価した．動的問題でも従来の静的問題における安定化
パラメータと同じ値を用いれば良いことが分かった．
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図–5 安定化パラメータと P波の最小固有角振動数の相対誤差
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