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High-frequency eigenvalue analysis is possible using the isolated element method (IEM). The element 

matrix of IEM is asymmetric and each element is required to automatically satisfy the mixed boundary 

conditions. QR eigenvalue calculation method is used in this paper. We propose a method of defining the 

boundary condition function for the potential energy of the boundary and satisfying the boundary 

condition by functional analysis. This paper presents the formulation of eigenvalue analysis for thin plates. 

We describe the results of the numerical analysis by IEM in this paper. 
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1． はじめに 

アイソレート要素法(IEM)を用いると高周波の固有値

解析が可能である.IEMの要素マトリックスは非対称で,そ

れぞれの要素は混合境界条件を自動的に満たす機能が要

求される.また高周波固有値への収束性の実現と本論文で

用いたQR固有値計算は複素数が生じるから定式化はヒ

ルベルト空間で議論する.要素と要素の変位と応力の混合

条件を満たすために,境界のポテンシャルエネルギーに関

する境界条件関数を定義して関数解析で境界条件を満た

す方法を提案する.本論文は薄い平板の固有値解析の定式

化を行う. 

主な記号の定義などを以下に示す. 

 

𝐺 ≔ {[𝐴𝑖]𝑖=1
𝑛 ∈ Ω|Ω ∈ ℋ2, 𝑛 ∈ ℕ} 

𝐺は領域Ωを𝑛個の要素(閉集合族)として分割すること

を表す. 

𝛸 ≔ {(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒊 ∈ 𝐴𝑖| 𝑖 = 1,2, ⋯ 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ} 
𝛸はそれぞれの要素に独立に局所座標系を設定するこ

とを表す. 

 𝑤𝑖 ≔ 𝑎1 + 𝑎2𝜉 + 𝑎3𝜂 + 𝑎4𝜉2 + 𝑎5𝜉𝜂 + 𝑎6𝜂2 + ⋯ +

𝑎22𝜉6 + ⋯ + 𝑎28𝜂6    (𝑎𝑗|𝑗=1
28 ∈ ℝ)  

  𝜉: = {𝑥/𝑆|𝑥 ∈ 𝛸, 𝑆 ∈ ℝ, 𝑆は最大要素の辺の最大長さ}  

 𝜂: = {ｙ/𝑆|ｙ ∈ 𝛸, 𝑆 ∈ ℝ, 𝑆は最大要素の辺の最大長さ} 

 𝑤𝑖は薄い平板要素𝑖の z 方向の変位を表す.    

𝑈𝑝|𝑖 ≔ {要素𝑖のひずみエネルギー| 𝑖 = 1,2, ⋯ 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ,

ターゲット要素は単に𝑈𝑝 ∈ ℋ2と表す} 

 𝐼𝐵𝑃𝐸: = {境界ポテンシャルエネルギー|𝐼𝐵𝑃𝐸 ∈ ℋ}                             

 𝛱1 ≔ {第１形式の汎関数|𝛱1 ∈ ℋ2} 

 𝛱2 ≔ {第２形式の汎関数|𝛱2 ∈ ℋ2} 

 

図１に局所座標系と境界力と変位の関係を示す.モーメ

ントと回転の方向を軸性ベクトルとして表す.nは外向き

単位法線ベクトル,sは反時計回りの単位ベクトルを表す. 

 

 

 

２．アイソレート要素法の汎関数 

2.1平板のひずみエネルギー 

 図１の局所座標系において Kirchhoff の板曲げ理論に

したがえば薄い平板のひずみエネルギーは式(1)で表せ

る. 

𝑈𝑃 = −
1

2
∫ (𝑀𝑥𝑤,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦w,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦w,𝑥𝑦)

Ω

𝑑Ω (1) 

 

図１の定式化の対象要素(以後ターゲット要素と書く)の

記号を説明する.𝑄𝑛 ∈ ℋ,𝑀𝑛 ∈ ℋ, 𝑀𝑠𝑛 ∈ ℋ, 𝑤 ∈ ℋ2はそ

れぞれせん断力,曲げモーメント,ねじりモーメント,たわ

みである. 𝑝(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2は分布荷重である. 

ここで鷲津が導いた式(2)を利用する[1]. 

 

∫ (𝑀𝑥𝑤,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦w,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦w,𝑥𝑦)
Ω

𝑑Ω = 

∫ (−𝑄𝑧w + 𝑀𝑛𝑤,𝑛 + 𝑀𝑛𝑠𝑤,𝑠)
∂Ω

𝑑𝑆 + ∫ (𝑀𝑥,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦,𝑦𝑦 +
Ω

2𝑀𝑥𝑦,𝑥𝑦)𝑤 𝑑Ω             (2) 

 

式(2)の右辺の第１積分を𝐼𝑃𝐵と書き,第２積分を𝐼𝑃とする.

式(2)の左辺は式(1)の右辺の−2倍になっている.したがっ

て,式(1),(2)から 

 

 
図１局所座標系と境界力，変位の関係 
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𝑈𝑃 = 2𝑈𝑝 − 𝑈𝑝 = −(𝐼𝑃𝐵 + 𝐼𝑃) − 𝑈𝑃        (3) 

 

となる.ここに 

 

𝐼𝑃𝐵 = ∫ (−𝑄𝑧w + 𝑀𝑛𝑤,𝑛 + 𝑀𝑛𝑠𝑤,𝑠)
∂Ω

𝑑𝑆  (4) 

 

𝐼𝑃 = ∫ (𝑀𝑥,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦,𝑥𝑦)𝑤
Ω

𝑑Ω    (5)     

ここに, 

 𝑤,𝑛 =
𝜕𝑤

𝜕𝑛
, 𝑤,𝑠 =

𝜕𝑤

𝜕𝑠
, 𝑤,𝑥𝑥 =

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 , 𝑤,𝑦𝑦 =

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 , 𝑤,𝑥𝑦 =

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 , 𝑀𝑥,𝑥𝑥 =

𝜕2𝑀𝑥

𝜕𝑥2  , 𝑀𝑦,𝑦𝑦 =
𝜕2𝑀𝑦

𝜕𝑦2  , 𝑀𝑥𝑦,𝑥𝑦 =
𝜕2𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
, 

 

𝑀𝑥 = −𝐷(𝑤,𝑥𝑥 + ν𝑤,𝑦𝑦), 𝑀𝑦 = −𝐷(𝜈𝑤,𝑥𝑥 + 𝑤,𝑦𝑦), 

 𝑀𝑥𝑦 = −𝐷(1 − 𝜈)𝑤,𝑥𝑦 ,     

             𝑄𝑧 = (𝑀𝑥,𝑥 + 𝑀𝑥𝑦,𝑦)𝑛𝑥 + (𝑀𝑥𝑦,𝑥 + 𝑀𝑦,𝑦)𝑛𝑦, 

 

ここに,𝐷 = 𝐸ℎ3/12(1 − 𝜈2), 𝐸は縦弾性係数,𝜈はポアソン

比,(𝑛𝑥, 𝑛𝑦)は境界の外向き法線の方向余弦である. 

式(4)の𝐼𝑃𝐵 ∈ ℋ1は境界のひずみエネルギーである. 

 

２２ 境界ポテンシャルエネルギー 

定義 G によりそれぞれの要素は座標系と変位は独立に定

義されるが閉集合族であるから,ターゲット要素と隣接要

素の境界は共有集合になり,境界力と境界の変位の力学的

関係を議論することができる. 

アイソレート要素法では要素ごとに独立した座標系で変

位関数を定義する.要素と要素の境界力の平衡条件と変位

の連続条件を満たすことが必要になる.本論文では,変位

の連続条件を満たすために境界ポテンシャルエネルギー

関数を用意してターゲット要素と隣接要素の境界力と変

位がそれぞれ力学的平衡条件と変位の連続条件を満たす

ような汎関数を定義する. 

ターゲット要素に局所座標系𝑛, 𝑠, 𝑧に対応して単位ベクト

ルを𝒏, 𝒔,𝒌を設ける.同様に隣接要素に単位ベクトル𝒏̅, 𝒔̅, 𝒌̅

を設ける.1 章の定義Ｇすなわち領域Ωの中では 

𝒏 = −𝒏̅, 𝒔 = −𝒔̅, 𝒌 = 𝒌̅    とする. 

図２はターゲット要素(左側)と隣接要素(右側)のそれぞれ

の境界の点𝐴と𝐴̅とが共通集合に含まれるときのせん断力

と変位の関係を表す(図はそれぞれの力学量の区別が見や

すいように要素と要素を離している).このときターゲッ

ト要素の変位𝑤と隣接要素の𝑤̅の方向は一致し,ターゲッ

ト要素のせん断力𝑄𝑧と隣接要素のせん断力𝑄𝑧
̅̅ ̅の向きは図

1の向きに一致すると仮定する. 

 

 

図２の𝑄𝑧と𝑤は式(4)の第１項の𝑄𝑧 , 𝑤と同一である.ター

ゲット要素の点𝐴における𝑄𝑧と𝑤のなす仕事は 

𝑄𝑧𝒌𝑤𝒌 = 𝑄𝑧𝑤 である.隣接要素では𝑄𝑧
̅̅ ̅ 𝒌̅𝑤̅𝒌̅ = 𝑄𝑧

̅̅ ̅𝑤̅であ

る.ターゲット要素のと隣接要素とが接する境界条件に関

与するポテンシャルエネルギーは上述の２つの和とする

と∫ 𝑄𝑧w
∂Ω

𝑑𝑆 + ∫ 𝑄𝑧
̅̅ ̅𝑤̅

𝜕Ω
𝑑𝑆である.両要素の境界力の平衡

条件𝑄𝑧𝒌 + 𝑄𝑧
̅̅ ̅ 𝒌̅ = 0であるから𝑄𝑧

̅̅ ̅ = −𝑄𝑧である.したがっ

て,せん断境界に関するポテンシャルエネルギーは式(6)

で表せる. 

 

∫ 𝑄𝑧(w − 𝑤̅)
∂Ω

𝑑𝑆              (6) 

 

図３にターゲット要素と隣接要素の曲げモーメントと回

転角(たわみ角)の関係を表す.ターゲット要素と隣接要素

の回転角は同じ向きであるが曲げモーメントは図１に一

致すると仮定する. 

 

 

曲げモーメントと回転角を軸性ベクトル（右ねじの進行

方向を正とする）としてターゲット要素の点𝐴における

仕事は 𝑀𝑛𝒔𝑤,𝑛(−𝒔) = −𝑀𝑛𝑤,𝑛 と計算して,隣接要素の点

𝐴̅における仕事は 𝑀𝑛
̅̅ ̅̅  𝒔̅ 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 𝒔̅ と計算される.モーメントベ

クトルの平衡条件から𝑀𝑛𝒔 + 𝑀𝑛
̅̅ ̅̅  𝒔̅ = 𝟎 →  𝑀𝑛

̅̅ ̅̅  𝒔̅ = −𝑀𝑛𝒔

である.したがって,隣接要素の仕事は𝑀𝑛
̅̅ ̅̅  𝒔̅ 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ ̅ 𝒔̅ = 

−𝑀𝑛𝒔𝑤,𝑛̅̅ ̅̅  𝒔̅ = 𝑀𝑛𝑤,𝑛̅̅ ̅̅  となる.ターゲット要素と隣接要素

の接触部の𝑤,𝑛境界条件に関与するポテンシャルエネルギ

ーは式(7)で表せる. 

 

− ∫ 𝑀𝑛(𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝑑𝑆      (7) 

 

図４に捩じりモーメントと回転角の関係を示す. 

 

曲げモーメントと同様に軸性ベクトルの内積計算により,

ターゲット要素と隣接要素の接触部の𝑤,𝑠境界条件に関与

するポテンシャルエネルギーを計算すると式(８)で表せ

る. 

− ∫ 𝑀𝑛𝑠(𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝑑𝑆                      (8) 

 

ターゲット要素と隣接要素の変位の連続条件に関与する

図２せん断力とたわみの関係 

図３曲げモーメントと回転角の関係 

図４ 捩じりモーメントと回転角の関係 
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ポテンシャルエネルギーは式(6),(7),(8)の和Ⅰ
𝐵𝑃𝐸

で表わ

される. 

𝐼𝐵𝑃𝐸 = ∫ 𝑄𝑧(w − 𝑤̅)
∂Ω

𝑑𝑆 − ∫ 𝑀𝑛(𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝑑𝑆 −

∫ 𝑀𝑛𝑠(𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝑑𝑆           (9) 

 

本論文では𝐼𝐵𝑃𝐸を境界ポテンシャルエネルギーと呼ぶこ

とにする. 

 

２.３ 外力のポテンシャルエネルギー 

隣接要素の境界力𝑄𝑧
̅̅ ̅, 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ , 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅はターゲット要素の変位

𝑤, 𝑤,𝑛, 𝑤,𝑠に作用して外力のポテンシャルエネルギーを生

じる.図 2,3,4 から接触点における𝑄𝑧
̅̅ ̅, 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ , 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅と𝑤, 𝑤,𝑛, 𝑤,𝑠

のなすそれぞれの仕事は𝑄𝑧
̅̅ ̅𝒌̅𝑤𝒌 = 𝑄𝑧

̅̅ ̅𝑤,  

𝑀𝑛
̅̅ ̅̅ 𝒔̅(−𝑤,𝑛𝒔) = 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ 𝑤,𝑛, 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅𝒏̅(−𝑤,𝑠𝒏) = 𝑀𝑛𝑠

̅̅ ̅̅ ̅𝑤,𝑠である.した

がって,ターゲット要素と隣接要素の接触する部分の外力

のポテンシャルエネルギー𝐼𝐹は式(10)で表せる. 
 

𝐼𝐹 = ∫ ( 𝑄𝑧
̅̅ ̅𝑤 + 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ 𝑤,𝑛 + 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅𝑤,𝑠)

𝜕Ω
𝑑𝑆      (10)   

 

式(9),(10)によりアイソレート要素の汎関数を下のよう

に定義する. 

 

𝛱 = 𝑈𝑃 − 𝐼𝐹 − ∫ 𝑝𝑤𝑑Ω
Ω

+ 𝐼𝐵𝑃𝐸     (11)  

 

式(1),(9),(10)を式(11)に代入すると式(12)を得る. 

 

𝛱1 = −
1

2
∫ (𝑀𝑥𝑤,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦w,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦w,𝑥𝑦)

Ω

𝑑Ω

− ∫ ( 𝑄𝑧
̅̅ ̅𝑤 + 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ 𝑤,𝑛 + 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅𝑤,𝑠)

𝜕Ω

𝑑𝑆 

− ∫ 𝑝𝑤𝑑Ω
Ω

+ ∫ 𝑄𝑧(w − 𝑤̅)
∂Ω

𝑑𝑆 − ∫ 𝑀𝑛(𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝑑𝑆

− ∫ 𝑀𝑛𝑠(𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝑑𝑆                                (12) 

 

この式の右辺の第１積分は𝑈𝑃 = −(𝐼𝑃𝐵 + 𝐼𝑃) − 𝑈𝑃である

から式(1),(4),(5)を代入して整理すると式(13)の第２形式

の汎関数を得る. 

𝛱2 = − ∫ (𝑀𝑥,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦,𝑥𝑦 + 𝑝)𝑤
Ω

𝑑Ω

+
1

2
∫ (𝑀𝑥𝑤,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦w,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦w,𝑥𝑦)

Ω

𝑑Ω 

+ ∫ {(𝑄𝑧 − 𝑄𝑧
̅̅ ̅)w − (𝑀𝑛 + 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ )𝑤,𝑛 − (𝑀𝑛𝑠 + 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅)𝑤,𝑠}

∂Ω

𝑑𝑆 

+ ∫ 𝑄𝑧(w − 𝑤̅)
∂Ω

𝑑𝑆 − ∫ 𝑀𝑛(𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝑑𝑆 − ∫ 𝑀𝑛𝑠(𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝑑𝑆 

(13) 

 

３．アイソレート要素法の変分方程式 

第２形式の汎関数により𝛿𝛱2 = 0とおくと式(14)を得る. 

− ∫ (𝑀𝑥,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦,𝑥𝑦 + 𝑝)𝛿𝑤
Ω

𝑑Ω

+
1

2
𝛿 ∫ (𝑀𝑥𝑤,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦w,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦w,𝑥𝑦)

Ω

𝑑Ω 

+ ∫ {(𝑄𝑧 − 𝑄𝑧
̅̅ ̅)δw − (𝑀𝑛 + 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ )𝛿𝑤,𝑛 − (𝑀𝑛𝑠 + 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅)𝛿𝑤,𝑠}

∂Ω

𝑑𝑆 

+ ∫ (w − 𝑤̅)𝛿𝑄𝑧
∂Ω

𝑑𝑆 − ∫ (𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ )
∂Ω

𝛿𝑀𝑛𝑑𝑆

− ∫ (𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ )𝛿𝑀𝑛𝑠
∂Ω

𝑑𝑆 = 0                       (14) 

１章でw ∈ ℋ2は閉集合族𝐴𝑖において一様収束な部分関

数列により定義されている.wから導いた境界力および変

位𝑤,𝑛, 𝑤,𝑠も同様に一様収束な部分関数列になる.このとき

関数空間の収束定理[3,4]により式(14)から下の諸式が得

られる. 

𝑀𝑥,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦,𝑥𝑦 + 𝑝 = 0    (15) 

𝑄𝑧 − 𝑄𝑧
̅̅ ̅ = 0, 𝑀𝑛 + 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ = 0, 𝑀𝑛𝑠 + 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅ = 0    (16) 

w − 𝑤̅ = 0, 𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ = 0, 𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ = 0    (17) 

 

第２形式の汎関数を用いたのは,力学的境界条件を表す式

(16)を陽に示すためである.しかし,隣接要素の境界力

𝑄𝑧
̅̅ ̅, 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ , 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅の外力ポテンシャルによりターゲット要素に

は自然境界条件として境界力が生じるから,実際の板曲げ

問題の解析に式(12)の汎関数を用いる必要はない.第２形

式の汎関数は左辺の１行目の第 1,2 積分に試験関数𝑤の

３階微分があるために要素行列の完備性,稠密性が失われ

ている.そのため,固有値解析の場合,質量行列と要素行列

の中身が極端にアンバランスになり固有値計算の収束性

に支障をもたらす.実際の解析では式(12)の𝛱1から導出さ

れた式(18)の変分方程式を用いる. 

 

−
1

2
𝛿 ∫ (𝑀𝑥𝑤,𝑥𝑥 + 𝑀𝑦w,𝑦𝑦 + 2𝑀𝑥𝑦w,𝑥𝑦)

Ω

𝑑Ω

− ∫ ( 𝑄𝑧
̅̅ ̅𝛿𝑤 + 𝑀𝑛

̅̅ ̅̅ 𝛿𝑤,𝑛 + 𝑀𝑛𝑠
̅̅ ̅̅ ̅𝛿𝑤,𝑠)

𝜕Ω

𝑑𝑆 

− ∫ 𝑝𝛿𝑤𝑑Ω
Ω

+ ∫ {(𝑤 − 𝑤̅)𝛿𝑄𝑧 − (𝑤,𝑛 − 𝑤,𝑛̅̅ ̅̅ )𝛿𝑀𝑛
𝜕Ω

− (𝑤,𝑠 − 𝑤,𝑠̅̅ ̅̅ )𝛿𝑀𝑛𝑠} 𝑑𝑆 = 0               (18) 

 

 

なお,固有値解析する場合は物体力𝑝を式(19)に示される

慣性力に置き換えて質量行列を作成する必要がある. 

 

𝑝 = −𝜌𝜔2𝑤                (19) 

 

ここに,𝜌：平板の単位面積当たりの質量,𝜔：固有円振動

数,𝑤：変位である. 

特性方程式を導くために,１章の  𝑤  の定義を式(20)に書

き換える. 

𝑤 = 𝑁(𝑥, 𝛾)𝐴            (20)                                                 

 

ここに,𝑁(𝑥, 𝛾)はターゲット要素の局所座標系の関数を表

し,𝐴は未定係数ベクトルを表す.この式から𝑤,𝑛 =

𝑁,𝑛𝐴, 𝑤,𝑠 = 𝑁,𝑠𝐴 と表せる.また２.1 末の記号の定義式か

ら,𝑀𝑥 = 𝐾𝑥𝐴, 𝑀𝑦 = 𝐾𝑦𝐴, 𝑀𝑥𝑦 = 𝐾𝑥𝑦𝐴, 𝑀𝑦 = 𝐾𝑦𝐴, 

 𝑀𝑥𝑦 = 𝐾𝑥𝑦𝐴, 𝑄𝑧 = 𝐾𝑄𝐴と表せることは明らかである.ま

た,隣接要素に関する記号は𝑤̅ = 𝑁̅𝐴̅などと表すことにす

る.これらの記号を変分方程式に用いると式(18)の二行目

の第一積分は下のように表せる. 

 

− ∫ 𝑝𝛿𝑤𝑑Ω
Ω

= 𝛿𝐴λ𝑀𝑒𝐴                 (21)    

                                       

ここに,𝑀𝑒 = ∫ 𝜌𝑁𝑡𝑁𝑑Ω
Ω

, 𝜆 = 𝜔2である.なお𝑀𝑒はターゲ

ット要素の質量行列,𝜆は固有値である.また,例えば式(18)

の第二積分は次式のように表せる. 

 

∫ (𝑤 − 𝑤̅)
𝜕Ω

𝛿𝑄𝑧𝑑𝑆=𝛿𝐴(𝑀𝑞𝑤𝐴 − 𝑀̅𝑞𝑤𝐴̅)       (22) 

 

ここに,𝑀𝑞𝑤 = ∫ 𝐾𝑞
𝑡

𝜕Ω
𝑁𝑑𝑆, 𝑀̅𝑞𝑤 = ∫ 𝐾𝑞

𝑡
𝜕Ω

𝑁̅𝑑𝑆である. 

式(18)のその他の項の記号の変換は省略するが,結局 
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ターゲット要素の変分方程式を整理すると式(23)になる. 

 

𝛿𝐴[(𝐾𝑒 + 𝜆𝑀𝑒)𝐴 + ∑ 𝐾𝑐
𝐿
𝑐=1 𝐴̅𝑐] = 0    (23) 

                                

𝛿𝐴の任意性から一要素についての式(24)が得られる. 

 

(𝐾𝑒 + 𝜆𝑀𝑒)𝐴 + ∑ 𝐾𝑐
𝐿
𝑐=1 𝐴̅𝑐 = 0       (24)  

                                

この式の添字 cは隣接要素を表す.Lはターゲット要素 e

に隣接する要素の個数である. 

固有値計算は式(24)により構造全体の特性方程式を組

み立ててから実行する． 

 

４. 数値計算例 

下記の計算条件で薄い平板の面外変形の固有値を本方法

で解析した結果を表１に示す. 

平板の寸法：1m × 1m × 5mm, 分割数：26×26, 4 辺単純

支持  

ポアソン比：0.3，ヤング率：209GPa, 密度：7900Kg/m3 

 

５. まとめ 

アイソレート要素法では節点,Lagrange乗数法,ペナルティ

法を用いる代わりに離散化された要素の幾何学的境界条

件あるいは変位の連続条件を満たす関数を考案して,その

関数を境界ポテンシャルエネルギーと呼ぶことにした. 

強い収束性の試験関数により高完備性の閉集合を準備し

て,アイソレート要素法による薄い平板の固有値解析を実

行すると広帯域の周波数で高精度の解が得られることを

明らかにした. 
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表１ 薄い平板の面外変形の固有振動数計算結果 

波数 10× 10 12× 12 14× 14 16× 16 18× 18 20 × 20 22× 22 24 × 24 

計算値 Hz 2439.7 3508.0 4769.3 6229.0 7896.2 9781.7 11895.6 14240.7 

理論値 Hz 2444.9 3520.7 4792.1 6259.1 7921.6 9779.8 11833.5 14082.9 

誤差％ -0.22 -0.36 -0.48 -0.48 -0.32 0.02 0.52 1.12 
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