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解の不連続性を利用する3次元散乱信号からの
トモグラフィの数値的試み

A Numerical Challenge to Computerized Tomography from Scattered Signals
in Three Dimensions Utilizing Discontinuity of Solutions
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A novel method for computerized tomography from scattered signals is proposed in the present paper. The
radiative transport equation (RTE) is known as a mathematical model of particle migration with scattering
and absorption by media. A proper boundary condition introduces discontinuity of its solution, and its
jump is expressed as the x-ray transform of the attenuation coefficient in RTE. We employ the discontinuous
Galerkin method to evaluate the discontinuity in numerical computations, and the quantitative feasibility of
computerized tomography by imaging the attenuation coefficient is shown.
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1. 緒言
本研究では，3 次元の領域中で吸収と散乱を伴って
伝播する粒子線をもちいる計算機断層撮影法 (トモグラ
フィ)の実現可能性を論じる．特に近赤外光をもちいる
生体のひかりトモグラフィ [1]を念頭に置き，定常輻射
輸送方程式 (radiative transport equation; RTE)の係数再
構成を考える．この逆問題に対し，入力に相当する境
界条件を適当に設定し，直接的な再構成手法を提案す
る．ここで直接的とは，順問題の反復計算を必要とし
ないことを意味する．
Ω ⊂ R3 を境界が滑らかな 3次元の有界凸領域とし，
粒子線が媒質による連続的な散乱と吸収を受けて Ω中
を伝播するとする．この伝播の数理モデルとして，微
分積分方程式である RTE

−ξ · ∇xI − (µa + µs)I + µs

∫
S 2

p(ξ · ξ′)I(x, ξ′) dσξ′ = 0 (1)

がもちいられる．本研究が想定するひかりトモグラフィ
では，生体中の近赤外光の伝播を考え，生体の大きさ
が光速に対して充分小さいことから，定常状態に対応
する RTE (1)をもちいる．ここで I(x, ξ)は x ∈ Ωにお
いて ξ ∈ S 2 = {ξ ∈ R3 ; |ξ| = 1}の方向に伝播する粒子
線密度，µa と µs は媒質による粒子の吸収と散乱の度
合を表す．また積分核 p(ξ · ξ′) は，媒質による散乱に
よって粒子の伝播の向きが ξ′ から ξに変化する条件付
き確率を表すが，その確率は ξ′ と ξのなす角のみに依
存するものとする．さらに dσξ′ は S 2 の面積要素であ
り，

∫
S 2 p(ξ · ξ′) dσξ′ = 1である．

境界としては，ν(x)を x ∈ ∂Ωにおける外向き単位法
線として，Γ± = {(x, ξ) ; x ∈ ∂Ω,±ξ · ν(x) > 0}を考える．
このもとで，典型的な RTEの境界値問題 (順問題)では

Γ− で粒子線の流入密度 I0(x, ξ)を与えて，Ω× S 2で (1)
を満たす I(x, ξ)を求める．一方，本研究では，Ωのト
モグラフィを減衰係数 µt = µa + µs を再構成する逆問題
とし，境界値 I0に起因する解 Iの不連続性 [2,3]を利用
する係数再構成を数値的に扱う．そこでは，µs, µa およ
び p を未知とし，Γ− で適当な粒子の流入を与えて Γ+
から流出する粒子線密度を観測し，Ωでの減衰係数 µt

を求めて可視化する．ここで，Ω において µa, µs のみ
ならず pを未知としている点が本研究で論じる再構成
手法の特徴である．2次元においてはその定量的実現可
能性が著者らにより示されたが [4,5],トモグラフィが本
質的な 3次元での RTEは，観測値の生成のために 5次
元の大規模問題の数値計算が必要となる．

2. 境界値の設定と不連続性の数値的実現
本節では，典型的な断層撮影の例として，Ωと交わ
る平面 x3 = Z での断層画像 {µt(x) ; x3 = Z}を得るアル
ゴリズムを述べる．
今，∂Ω± = {x ∈ ∂Ω ; x3 ≷ Z}とし，Γ− における境界
値 I0 を

I0(x, ξ) =

1, x ∈ ∂Ω+;

0, x ∈ ∂Ω−
(2)

と定める．ただし ∂Ω+は ∂Ω+の閉包を表す．このとき,
適当な仮定下では境界値問題 (1), (2)には有界な解 I が
ただ一つ存在することが知られている [2]．
次に，相異なる任意の 2点 A, B ∈ ∂Ω ∩ {x3 = Z}に対
して

θ =

−−→
AB∣∣∣−−→AB

∣∣∣
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図–1 Boundary points A, B and the direction ξ on the plane
{x3 = Z}. B± approach to B with B± ∈ ∂Ω±.

とする (図 1)．このとき，B± ∈ ∂Ω± のもとで B± → B
とすると，解 I に対して

I(B+, θ) − I(B−, θ)→ exp
(
−

∫
AB
µt dℓ

)
(3)

が成立する [2,3]. ただし I(B±, θ)は，解 I の Γ+ へのト
レースを表し，右辺は ABに沿う線積分を表す．

B±が Bに充分近ければ，左辺に現れる I(B±, θ)は Γ+
から流出する粒子密度に相当し，観測可能な量である．
すなわち，境界値 I0 が不連続な平面 x3 = Z において，
解 Iも不連続となるが，その不連続量を Γ+からの流出
密度の観測値の差として求めれば，µt のエックス線変
換の近似値が得られる．
上述の手順により，任意の 2点 A, B ∈ ∂Ω ∩ {x3 = Z}
に対して (3)の左辺の不連続量を観測することで µt の
sinogramが得られる．これから µt への対応は逆 Radon
変換として知られており，その数値計算手法 [6]によっ
て Ω ∩ {x3 = Z} における µt, すなわち断層画像が得ら
れる．ここで，(3)による sinogramの取得においても，
逆 Radon変換の標準的な数値計算手法においても，係
数 µa, µs および散乱核 pの先験情報を必要としないこ
とに注意する．

3. 不連続量の数値計算と減衰係数の数値的再構成
本節では，前節で提案する手法の数値実験をおこな
い，本手法の定量的実現可能性を示す．
Ω を R3 の単位球とし，c1 = (0.4, 0, 0.5), c2 =(−0.4(
√

3 − 1), 0.4, 0.5
)
, Ω1 = { |x − c1| < 0.15 }, Ω2 =

{ |x − c2| < 0.2 }, Ω3 = { |x − c1| < 0.3 }とする．散乱係数
は Ωで µs ≡ 0.3とし，吸収係数を

µa =


0.2, x ∈ Ω2;

0.3, x ∈ Ω3 \Ω1;

0.1, otherwise,

また散乱核として Henyey-Greenstein核

p(ξ · ξ′) = 1
4π

1 − g2

(1 + g2 − 2gξ · ξ′)3/2 , g = 0.5

をもちいる．このもとで境界値問題の数値計算をおこ
なって観測値を数値的に生成し，そこから Z = 0.5での
µt を再構成する．
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図–2 Measurement data on Γ+ on {x3 = Z}. Arrows stand
for discontinuity of outflow in the polar coordinate
(− log[I∆], arg θ).

順問題である境界値問題の数値計算では，解 I の不
連続性を扱いうる数値計算法の利用が肝要であり [4,5],
本研究では x ∈ R3と ξ ∈ S 2のいずれについても区分定
数近似 [7]をもちいる．そのため gmsh [8]によって平
面 {x3 = Z}をメッシュの面に含む Ωの四面体分割を生
成する．また S 2も同様に gmshにより，{ξ3 = 0}をメッ
シュの辺に含む三角形分割を生成する．本研究では Ω
を 4,841,133個の四面体分割で，また S 2 を 2,986個の
三角形分割で近似した．このとき四面体の辺の最大長
は約 0.0364,三角形の最大長は約 0.126であり，(1),(2)
の離散化による未知数は 14,455,623,138 個であり，こ
れは IEEE754 倍精度で約 107.7 GB に相当する．不連
続 Galerkin 法による境界値問題 (1), (2) の離散スキー
ムは連立一次方程式であり，Gauss-Seidel 法により近
似解を求めた．SCOTCH [9] による領域分割のもとで
OpenMPIと OpenMPによるハイブリッド並列計算をお
こなったところ，600 回の反復で残差は 10−10 未満と
なった．このとき 4つの AMD EPYC 7643 (48コア,合
計 192コア)で要した計算時間は約 196分であった．
これで得られた (1), (2) の数値解 I∆ から観測値を以
下の手順で定める．四面体分割の頂点ではない任意の
B ∈ ∂Ω ∩ {x3 = Z} に対し，距離が最短となる四面体
が Ω ∩ {x3 > 0}, Ω ∩ {x3 < 0}にそれぞれただ一つ存在
する．それらを t+, t− とする．また θ が三角形分割の
頂点でない場合も，θ から距離が最短となる三角形が
S 2 ∩ {ξ3 > 0}, S 2 ∩ {ξ3 < 0}にそれぞれただ一つ存在す
る．それらを ω+, ω− とする．このもとで，B± が Bに
充分近ければ，観測値である流出密度を

I(B+, θ) ≈ I∆(t+, ω−)

I(B−, θ) ≈ I∆(t−, ω+)

と近似できる．ここで (3)が成立するために，B± を通
り方向ベクトル ξ の直線が I の不連続面 {x3 = Z} ∩ Ω
を横切らないよう [2,3]，t± と ω∓ の組を選んでいるこ
とに注意する．

(B, θ) ∈ Γ+ に対し，以上で決まる観測値の差である
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図–3 Reconstructed attenuation coefficient µt on Z = 0.5. The
red graph indicates exact µt.
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図–4 Green symbols (×) show reconstructed attenuation co-
efficient µt on the yellow dotted segment in Fig. 3, while
red shows exact value.

不連続量

[I∆](B, θ) = I∆(t+, ω−) − I∆(t−, ω+)

が (3) の右辺の µt のエックス線変換を近似する．図 2
は，不連続量 [I∆](B, θ)を B ∈ ∂Ω∩ {x3 = Z}を中心とし
て極座標 (− log[I∆], arg θ)で表示したものである．これ
が µt の sinogramに相当する．
この sinogram から A-analyticity による境界積分
法 [10,11] により求めた Ω ∩ {x3 = 0.5} での µt の
断層画像を図 3 に示す．この計算例のメッシュでは，
B ∈ ∂Ω ∩ {x3 = 0.5} として 393 点，また各 B に対し
て平均して 32個の θをとることができ，再構成に要す
る計算時間は 1秒未満であった．また，図中に黄で示す
線分 y = (x− 0.4)/

√
3は c1, c2 を通るが，この線分に沿

う µt の再構成された値を図 4に示す．図 3より，µtの
変化は明瞭に捉えられている．図 4からは，再構成さ
れた µt の定量値の精度は充分とはいえないものの，そ
の変化量は定量的にも充分捉えているといえる．

4. 結言
本研究では，3次元の領域での定常 RTEに対し，減
衰係数の断層画像取得の数値的な実現可能性を示した．
RTEの境界値問題に対して適切な境界値を設定し，そ

の境界値から生じる解の不連続性を考慮したメッシュ
と区分定数近似を利用し，大規模数値計算によって観
測値を生成している．提案手法では，散乱核に関する
事前情報がなくとも，減衰係数の変化量が明瞭に捉え
られる結果が得られた．この結果は，従来の直進性を
本質的に仮定するエックス線トモグラフィでは困難と
されていた，連続的に散乱する信号からも断層画像の
取得が可能であることを示すものである．
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