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界面不連続性を有する流体-構造連成問題に適した
陰的オイラー型有限体積法

Implicit Eulerian finite volume method
for fluid-structure interaction problems with interface discontinuity
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We propose an implicit Eulerian finite volume method for fluid-structure interaction (FSI) problems with
interface discontinuity to relax the limitation of time increment stemming from solid stress waves. The
reference map method is used to compute solid deformation stably for interface discontinuity of velocity
gradient. Moreover, we linearize a solid stress term using a fourth-order Jacobian tensor related to the left
Cauchy-Green deformation tensor. To validate the proposed approach, we compute several FSI problems.
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1. 緒言
変形を伴う固体と流体の連成 (fluid-structure interac-

tion; FSI)問題に対する数値解法は，境界適合メッシュ
を用いる方法と境界非適合メッシュを用いる方法に大別
される．境界適合メッシュを用いる手法として，Arbi-
trary Lagrangian Eulerian(ALE)法 [1,2,3,4]，Deforming-
Spatial-Domain/Stabilized Space-Time(DSD/SST) 法 [5,
6,7,8,9,10] などが代表的な手法として挙げられる．こ
れらの方法では，変形する固体界面を高精度に追跡で
き，経路依存性のある固体の構成則を容易かつ高精度
に計算できる利点がある．ただし，幾何学的に複雑な
構造のメッシュ生成に多大な時間と労力が必要になる
場合がある [11]．また，固体の大変形問題ではメッシュ
破綻を回避するためにリメッシングが必要である．
一方，境界非適合メッシュを用いる手法は，mixed

Lagrangian-Eulerian法，ラグランジュ型解法，オイラー
型解法に大別される．Mixed Lagrangian-Eulerian法とし
ては，immersed boundary法 [12,13,14,15]，immersed fi-
nite element法 [16,17]，immersed continuum法 [18,19]，
immersed interface法 [20]が挙げられる．これらの方法
では，固体をラグランジュメッシュ，流体をオイラーメッ
シュでそれぞれ計算する．つまり，境界適合メッシュを
用いる方法と同様に，幾何学的に複雑な構造のメッシュ
生成に多大な時間と労力が必要になる場合がある [11]．
また，固体の大変形問題ではメッシュ破綻を回避するた
めにリメッシングが必要である．ラグランジュ型解法と
しては，particle finite element method(PFEM)[21,22,23]
が挙げられる．PFEMにおいては，空間上を移動する粒
子を流体領域と固体領域の有限要素の節点とするため

メッシュ破綻は生じない．類似の手法として，material
point method(MPM)[24]を用いた一体型FSI解法 [25,26]
があり，この方法においても固体と流体の双方を粒子
で表す．ただし，上記の PFEMおよびMPMでは，流
体領域に配置された粒子の空間的局所化を回避するた
め，粒子の再配置が必要である．粒子の再配置が不用
な手法として，固体をMPM，流体をオイラーメッシュ
で別々に解く分離型 FSI解法 [27,28,29]も提案されて
いる．
オイラー型解法 [30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40,41,

42]は，固体と流体の双方を空間固定のオイラーメッシュ
上で数値的に解く手法である．特に直交メッシュを用い
た場合，複雑形状のメッシュ生成が容易かつ高速であ
り，超並列環境で高い並列化効率を得やすいという利
点がある [43,40]．従来のオイラー型解法では，物質界
面および固体内部変数の移流方程式を計算する必要が
ある．高精度な移流スキームを用いたとしても，解析が
進むにつれて生じる物質界面および固体内部変数の数
値拡散を回避することは原理的に不可能である．そこ
で，物質界面および固体内部変数の数値拡散を回避す
るために，固体領域を陽的に表現するマーカー粒子を
新たに導入し，そのマーカー粒子に固体内部変数を保
持させることで数値拡散を回避する方法が提案されて
いる [44,45,11,46]．ただし，マーカー粒子を用いたオイ
ラー型 FSI解法 [45,46]では，固体の弾性率が上昇する
につれて，固体と流体の界面近傍における速度勾配の
不連続になり，不自然な応力振動が生じる問題がある．
また，固体応力波に起因する時間増分が制約が厳しく
なり，タイムステップ数が増大する問題がある．前者の
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問題を解決するため，著者らは reference map法 [47,41]
を用いたオイラー型 FSI解法を提案した [48]．一方，後
者の問題は残されたままである．
以上より本研究では，固体応力波に起因する時間増
分制約を緩和するため，Reference map法と陰的時間積
分法を用いたオイラー型流体-構造連成解析法を提案す
る．そして，複数のベンチマーク問題において，提案
手法の妥当性と有用性を検証する．

2. 基礎方程式
(1) 基礎方程式の空間平均化・混合化
オイラー型 FSI解法では，一つの計算セルに複数の
物質が存在し得る．これを扱うため，本研究では非圧
縮性の仮定の下，空間平均化・混合化した基礎方程式
を用いる [39,40]．

∇ · vmix = 0 (1)

ρmix

{
∂vmix

∂t
+ (vmix · ∇) vmix

}
= ∇ · σmix + ρmixb (2)

ここで，vmix，ρmix，σmixはそれぞれ次のように表され
る物理量である．

vmix =

n∑
i=1

ϕiv̄i, ρmix =

n∑
i=1

ϕiρi, σmix =

n∑
i=1

ϕiσ̄i (3)

検査体積において体積平均化を行った連続の式 (1)と連
続体の運動方程式 (2)を支配方程式として用いることに
よって，各物質が混合体として扱われるので，複数種類
の物質に対する個々の支配方程式を個別に解く必要が
なくなり，統一的な解析が可能となる．そのため，複数
種類の物質に関する連成問題の取り扱いが容易になる．

(2) 構成方程式
本研究では，固体の構成方程式として，粘性応力を
付加した非圧縮性 neo-Hooke体を仮定する [20]

σ = G(B − I) + 2µD − pI (4)

ここで，G はせん断弾性係数，Bは左コーシー・グ
リーン変形テンソル，µは粘性係数，Dは流体の変形
速度テンソル，pは圧力，Iは単位テンソルである．本
研究では，，Reference map法 [47]に基づき，変形勾配
テンソル Fの逆テンソルから変形勾配テンソルを求め
ることで，固体変形を評価する．

F =
(
∂X
∂x

)−1

, B = F · FT (5)

既往のオイラー型解法では固体ひずみ評価において
速度勾配テンソルが用いられてきたが [39,40,46,48]，界
面で速度勾配が不連続な問題では数値不安定を生じる．
一方，Reference map法では，変形勾配テンソルの逆テ
ンソルを用いることで，速度に依存しない変形評価が
可能である [48]なお，本研究ではマーカー粒子を介し
て固体内部変数を計算するため，従来のオイラー型固
体解析において必要であった移流方程式を計算する必

図–1 Reference mapの補間

要はなく，Reference mapである Xの移流による数値不
安定は原理的に発生しない．
一方，流体の構成方程式として非圧縮性Newton流体
の構成方程式を仮定する．

σ = 2µD − pI (6)

3. 数値解法
本手法では，空間固定されたオイラーメッシュ上に
おいて基礎方程式および空間微分量について解き，固
体領域（固体物質点）を表すマーカー粒子において固
体の構成方程式を計算する．オイラーメッシュ上では，
フラクショナルステップ法により連続の式および運動
方程式を速度場と圧力場に分離し，セル中心有限体積
法により空間離散化を施す．

4. Reference mapの補間
固体の初期位置ベクトルであるReference mapはマー
カー粒子が保持し，これをオイラーメッシュに補間す
ることで変形勾配テンソルを求める [48]．なお，オイ
ラーメッシュで Reference mapの空間微分，すなわち変
形勾配テンソルの逆テンソルを計算するため，図に示
すように，固体領域外にも Reference mapを補間する．

5. 固体応力項の線形化
ここでは，フラクショナル・ステップ法により圧力
場を分離した運動方程式の移流項，応力項の時間積分
法について述べる．移流項については，固体応力波に
起因する時間増分制約を受けないため，陽解法である
2次精度のアダムス・バッシュフォース法を用いる．一
方，応力項については，固体応力波に起因する時間増分
制約を緩和するため，半陰解法である 2次精度のクラ
ンク・ニコルソン法を用いる．移流項にアダムス・バッ
シュフォース法，応力項にクランク・ニコルソン法を適
用した運動方程式を次式に示す．

ρmix
v∗ − vn

∆t
+

3
2

(vn · ∇) vn − 1
2

(
vn−1 · ∇

)
vn−1

= ∇ · σ∗mix + ρmixb (7)

中間速度 v∗mixを求めるには，σ∗mixを未知数 v∗mixの関
数として定式化する必要がある．解析領域に存在する

C-02-03 第28回計算工学講演会

© 一般社団法人日本計算工学会 - C-02-03 -



物質が固体と流体の 2物質の場合，σ∗mix は
σ
′∗
mix = σ

′∗
s ϕ
∗
s + σ

′∗
f (1 − ϕ∗s )

= G(B∗ − I)ϕ∗s + 2µD(1 − ϕ∗s )

= G(B∗ − I)ϕ∗s + µ(∇v∗ + ∇v∗T )(1 − ϕ∗s ) (8)

と表せる．ここで，以下の線形化を仮定することで，固
体の偏差応力項 σ∗mix と中間速度 v∗mix の関係式を定義
する．

σ
′∗
s ≃ σn

s +
∂σs

∂B
: ∇Bn

= σn
s +
∂σs

∂B
: (B∗ − Bn) (9)

ここで， ∂σs
∂B は 4階のヤコビアンテンソルであるが，

本研究で用いる非圧縮性 neo-Hook体の構成方程式では，
式 (4)より ∂σs

∂B の成分は定数になる．
左コーシー・グリーン変形テンソル B∗ については，
左コーシー・グリーン変形テンソルの時間発展式の速
度項にクランク・ニコルソン法を適用して時間方向に
離散化することで，B∗と v∗mixの関係式を導出する．左
コーシー・グリーン変形テンソルの時間発展式は次式
で示される．

DB
Dt
= L · B + B · LT (10)

式 (10)をクランク・ニコルソン法を用いて時間方向
に離散化すると，次式で示される．

B∗ − Bn

∆t
=

(
∇vn+1 + ∇vn

2

)
· Bn+

Bn ·
(
∇vn+1 + ∇vn

2

)T

= σn
s +
∂σs

∂B
: (B∗ − Bn) (11)

式 (5.)を B∗ と v∗mix を用いて分離すると，以下の式
を得る．

B∗−Bn =
∆t
2

(∇v∗ + ∇vn) ·Bn+
∆t
2

Bn (∇v∗ + ∇vn)T (12)

B∗−Bn =
∆t
2

(∇v∗ + ∇vn) ·Bn+
∆t
2

Bn (∇v∗ + ∇vn)T (13)

式 (9), (12)より，固体の偏差応力項 σ′∗s は
σ∗s = σ

n
s+

∆t
2
∂σs

∂B
:
{
(∇v∗ + ∇vn) · Bn + Bn (∇v∗ + ∇vn)T

}
(14)

となる．本研究では，次式に示す相対誤差が収束判定
値未満になるまで運動方程式 (5.)の反復計算を行うこ
とにより中間速度 v∗mix を計算する．

6. 数値解析例
提案手法の妥当性と有効性を検証するため，固体と
流体の界面で速度勾配が不連続になるキャビティ流れ中
に超弾性体を設置した問題 [20]の数値計算を行う．問
題設定図は図 2に示す．領域全体に流体を配置し，x座
標上面（z = 2）に初期速度場 vx = 1を設定し，固体領
域は (x, z) = (1.6, 1.5)を中心とする半径 0.2の円領域で
ある．解析領域上端以外の壁面には滑り境界条件を与え
る．固体と流体の物性値（無次元量）を，表 1に示す．

図–2 キャビティ流れ問題における初期配置・速度場

表–1 キャビティ流れ問題における物性値
Solid: Hyperelastic solid

Mass density ρs 1.0
Shear elastic modulus G 10, 20, 30

Viscosity µs 1.0 × 10−2

Fluid: incompressible Newtonian fluid
Mass density ρf 1.0

Viscosity µf 1.0 × 10−2

7. 参照解との比較（G=10）
解析領域は 256× 256に均一に分割したオイラーメッ
シュを用い，無次元時間 t = 7.03までの計算を行った．
時間ステップ数は固体応力のクーラン条件が 0.4になる
よう設定しており，∆t = 1.0× 10−3である．また，生成
された総粒子数は 59776個である．
次に，固体変形を Zhaoら（2008）[20]の参照解と比
較した図を図 3に示す．Zhaoらの参照解は黒線，提案
手法の数値解は緑線で表す．

a) t = 2.34 b) t = 4.69

c) t = 7.03

図–3 固体変形比較

図 3 より，提案手法の固体変形は 256 × 256 のメッ
シュにおいて参照解と精度良く一致していることが確
認される．
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d) G = 10

e) G = 20

f) G = 30

図–4 実行時間比較

8. 時間増分制約の緩和による計算高速化効果の検証
（G=10, 20, 30）
次に，提案手法による時間増分制約の緩和の有効性
を定量的に検証するため，G = 10, 20, 30の場合を計算
する．なお，粘性係数 µは 1.0× 10−3とし，固体応力項
の時間積分法について半陰解法のクランク・ニコルソン
法と陽解法のアダムス・バッシュフォース法の 2通り，
固体ひずみ評価法についてReference map法と速度勾配
法の 2通り，合計 4通りの場合について，実行時間を
比較する．その他の計算条件は前節と同一である．な
お，固体応力波伝搬速度に対するクーラン数は，0.1か
ら 0.8まで 0.1刻みで，ぞれぞれの場合を計算している
が，計算が発散した場合は図 4にプロットしていない．
図 4より，Reference map法ではG = 20, 30において
提案手法（図 4では「半陰解法・RMT」と表記）が優位
になり，固体応力項にアダムス・バッシュフォース法と

適用した場合と比較して，計算実行時間がG = 20では
約 22％，G = 30では約 48％短縮化されることが確認
できる．また，せん断弾性係数Gの値が大きくなるほ
ど計算可能なクーラン数が減少することが確認できる．

9. 結言
本研究では，Reference map法を用いた陰的オイラー
型固体-流体連成解法を提案し，キャビティ流れ問題を
用いてその妥当性と有効性を検証した．すなわち，提
案手法により時間増分制約が緩和され，弾性率が高い
問題では計算実行時間が約 48％短縮化されることを示
すことができた．今後は，オイラー型解法の特徴を生
かして，大規模並列計算が必要な 3次元問題に適用す
ることが課題である．
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