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We propose a new surrogate modeling for homogenized elasto-plastic material behavior. At first, to obtain
the macroscopic stress-strain relationships, we conduct numerical material tests on a representative volume
element (RVE) of a heterogeneous material. Arranging these macroscopic material responses, we obtain a
data set of the macroscopic constitutive relationship. Using this data set, we construct a surrogate model by
means of radial basis function interpolation and perform optimization of hyperparameters. In the presen-
tation, surrogate computations of the load / unload problem of an elastoplastic material are carried out to
verify the feasibility of the proposed method.
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1. はじめに
分離型マルチスケール解析手法は微視的（ミクロ）構
造に非均質性を有する材料の巨視的（マクロ）な力学
挙動を予測可能とする手法であり，計算コストの面で
優れることで知られている．しかし，この手法は材料
の均質化された力学挙動を表現可能なマクロ構成則を
必要とし，その定式化が困難となる場合がある．この
ような問題は，Helmholtzエネルギーに加えてマクロ降
伏関数やマクロ塑性ポテンシャルの定式化が必要とな
る弾塑性材料において顕著である．そこで本研究では，
分離型マルチスケールにおけるマクロ弾塑性構成則の
代理モデルを開発する．

2. ２スケール境界値問題
図– 1に示すような，周期的なミクロ構造（ユニット
セル）で構成された非均質材料の準静的釣り合い問題
を考える．数学的均質化理論 [3] に倣ってミクロ座標
を y，マクロ座標を xでそれぞれ表すと，マクロひずみ
ε̃(x)とミクロ変位 u(x, y)はマクロ変位 ũ(x)を用いて以
下のように与えられる．

ε̃(x) =
1
2

(
∇xũ(x) + (∇xũ(x))T

)
, (1)

u(x, y) = ε̃(x) · y + u′(x, y), (2)

ここで，u′(x, y)はミクロ構造内で周期的に分布する擾
乱変位である．また，式 (2)より，ミクロひずみ ε(x, y)
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図–1 ２スケール境界値問題におけるマクロおよびミクロ領域

は次のように求められる．

ε(x, y) =
1
2

(
∇yu(x, y) +

(
∇yu(x, y)

)T
)

= ε̃(x) +
1
2

(
∇yu′(x, y) +

(
∇yu′(x, y)

)T
)

(3)

このミクロひずみの体積平均は，擾乱変位の周期性お
よび式 (3)より明らかにマクロひずみと一致する．

ε̃(x) =
1
|Ω|

∫
Ω

ε(x, y)dΩ, (4)

ここに，|Ω|はユニットセルの体積である．同様に，次
の周期境界条件が境界 ∂Ω[± J] 上に課される．

u′[+J](x, y) − u′[−J](x, y) = 0, (5)

ここで，上付き文字 [±J]は境界 ∂Ω[± J]上の値であるこ
とを示している．
これらの条件の下でミクロ変位 u(x, y)を求めるミク
ロ境界値問題は以下のように定義される．

∇y · σ(x, y) = 0, ∀ y ∈ Ω, (6)
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図–2 パラメータ最適化のアルゴリズム

ここで，σ(x, y)はミクロ応力であり，式 (3)のミクロ
ひずみと任意の材料構成則を用いて決定される．
一方，マクロ応力 σ̃(x)に関する釣り合い式は次のよ
うに与えられる．

∇x · σ̃(x) + ρ̃b = 0, ∀ x ∈ Ω̃, (7)

ここに，ρ̃は均質化された質量密度であり，bは加速度
である．式 (7)を用いてマクロ変位 ũ(x)を求めるため
には，適切な境界条件を設定するとともに，マクロひ
ずみ ε̃(x)とマクロ応力 σ̃(x)の適切な関係式を決定する
必要がある．σ̃(x)の具体的な関数形を均質化理論から
導出することはできないが，Hill-Mandelの原理 [2]よ
り次の条件が与えられる．

σ̃(x) =
1
|Ω|

∫
Ω

σ(x, y)dΩ. (8)

すなわち，マクロ応力はミクロ応力の体積平均と等価
であり，これによりミクロな力学的挙動を間接的にマ
クロ境界値問題へと反映することが可能となる．
弾塑性材料を対象とする場合，擬似時間 t を導入し
て増分的にこれらの境界値問題を解くことが一般的で
ある．これ以降では，下付き文字 n + 1 を用いて時刻
t = tn+1 における値であることを表すこととする．

3. 代理モデルの定式化
(1) RBF補間
従来の分離型マルチスケール解析において，式 (8)の
マクロ応力 σ̃はマクロ弾塑性構成則を用いて求められ
る．一般的なマクロ弾塑性構成則では，時刻 t = tn+1に
おけるマクロ応力 σ̃n+1はマクロ内部エネルギー Ũとマ
クロひずみ ε̃n+1 を用いて次式から得ることができる．

σ̃n+1 = ∂ε̃Ũn+1(ε̃n+1) (9)
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図–3 ユニットセル

本研究では，構成式 (9)を代理する関数 ϕを放射基底関
数 ψによる RBF補間 [1]を用いて次式で定義する．

σ̃n+1 = ϕ ( f ) =
nd∑
i

ω(i)ψ
(
r(i)( f )

)
, (10)

r(i)( f ) =
∥∥∥ f − f(i)

∥∥∥, (11)

f =
{
ε̃n+1

ε̃acc
n+1

}
. (12)

ここに f は説明変数ベクトルであり， f(i) は RBF補間
に使用する nd 個の教師データにおける i番目のデータ
点における f を表している．また，ε̃acc

n+1 は弾塑性材料
の履歴依存性挙動を再現するために本研究で導入する
マクロ累積ひずみであり，その第 k成分 ε̃acc

k,n+1は次式で
表される．

ε̃ acc
k, n+1 = ε̃

acc
k, n + ∆ε̃k

{
H

(
ε̃k, n+1 − ε̃max

j, n

)
+ H

(
ε̃min

k, n − ε̃ j, n+1

)}
,

ε̃max
j = max

∀s∈[0,t)

{
ε̃ j (s) | s ∈ [0, t)

}
,

ε̃min
j = min

∀s∈[0,t)

{
ε̃ j (s) | s ∈ [0, t)

}
. (13)

さらに，ω(i) ∈ R6 は重み係数ベクトルである．

(2) 教師データ作成とパラメータ最適化
式 (10)の重み係数ω(i)を決定するために，ユニットセ
ルに対して数値材料試験 (Numerical Material Test; NMT)
を実施することで，次式のマクロ応力–ひずみ応答履歴
データ Xを得る．

X =
{
· · · ε̃n−1, ε̃n, ε̃n+1, · · ·
· · · σ̃n−1, σ̃n, σ̃n+1, · · ·

}
∈ R12×(nd) (14)
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図–4 マクロ問題の設定

このデータ Xより，教師データとなる説明変数行列 F
と応答行列 Pを以下のように作成する．

F =
{
f(1) · · · f(n d)

}T ∈ Rnd×12, (15)

P =
{
ϕ(1) · · · ϕ(n d)

}T ∈ Rnd×6, (16)

ϕ(i) = σ̃(i) ∈ R6. (17)

これらの教師データ F, Pを用いることで，重み係数ω(i)

を以下のように求めることができる．{
ω(1) · · · ω(nd)

}T
= (Ψ + ηI)−1 P, (18)

Ψi j = ψ
(
r(i)

(
f( j)

))
, where i, j = 1, · · · , nd (19)

ここで，式 (10)および (19)の放射基底関数 ψには様々
な関数形が存在し，教師データに応じて最適な関数形
を選択する必要がある．そこで本研究では，ψがパラ
メータ nψ ∈ Nの値によって場合分けされる以下の関数
であると定義する．

ψ
(
r(i)( f )

)
=



nψ = 1 :

1 +
(

r(i)( f )
β

)2


1/2

nψ = 2 : 1 +
r(i)( f )
β

nψ = 3 :

1 +
(

r(i)( f )
β

)2

−1/2

nψ = 4 :
〈
1 − r(i)( f )

β

〉
nψ = 5 : exp

−
(

r(i)( f )
β

)2


(20)

式 (18)の ηと式 (20)の βはハイパーパラメータであり，
nψ と同様に教師データに応じて最適な値を用いる必要
がある．これらを理論的に決定することは不可能であ

(a) Distribution of Macro-strain paths
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図–5 NMTにおける負荷条件

表–1 最適化によって得られたハイパーパラメータ
nψ β η

3 1.150 × 10−2 1.372 × 10−3

るため，本研究では図–2に示す差分進化 [5]と交差検
証 [4]を組み合わせたアルゴリズムによって，次式で定
義するの損失関数 ēを最小化するようにハイパーパラ
メータ

(
nψ, β, η

)
を最適化する．

ei =

√√√ 6∑
k=1

nt∑
i t=1

(
ϕ k

(
f(i t)

) − ϕ (i), k
)2

nt
(i = 1, · · · , ncv)

ē =

√√ ncv∑
i=1

e2
i (21)

なお，ncv ∈ NはCVにおけるデータ分割数，nt ∈ Nは教
師データを分割して作成した検証用データの数である．

4. 数値計算例
図–3のユニットセルに対して実際に NMTを実施し
て代理モデルを作成し，図–4に示すマクロ問題の解析
を実施することで代理モデルの性能について議論する．
また，マクロ解析によって得られたマクロひずみ履歴
を用いて局所化解析を実施することでミクロ応力分布
についても算出可能であることを例証する．なお，こ
の計算例では計算コスト削減のためマクロ問題を平面
ひずみ条件の二次元問題とする．
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図–6 代理モデルの応答と NMT結果の比較

(1) NMTによる教師データ作成とパラメータ最適化
ユニットセルに対してマクロひずみを負荷し，そ
の後マクロひずみが 0 となるよう除荷する NMT を
実施する．その際，負荷するマクロひずみの成分比率(
ε̃ 11

∥ε̃∥ ,
ε̃ 22

∥ε̃∥ ,
2 ε̃ 12

∥ε̃∥

)
を 110パターン設定し，各成分比率毎

に負荷するマクロひずみのノルム ∥ε̃∥の最大値を変化さ
せ，10種類の負荷履歴を設定することで，合計 1,110ケー
スのNMTを実施する．図–5 (a)のグラフに示す点は実
際に使用したマクロひずみ成分比率

(
ε̃ 11

∥ε̃∥ ,
ε̃ 22

∥ε̃∥ ,
2 ε̃ 12

∥ε̃∥

)
を ε̃ 11 − ε̃ 22 − 2 ε̃ 12空間で示しており，図–5 (b)はこれ
らの各点で考慮するマクロひずみのノルム ∥ε̃∥の負荷
履歴を示している．また，図–5 (b)上のマーカーは教
師データに含めるデータの位置を示している．データ
点は各マクロひずみ成分比率

(
ε̃ 11

∥ε̃∥ ,
ε̃ 22

∥ε̃∥ ,
2 ε̃ 12

∥ε̃∥

)
ごとに

131個あり，従って式 (15)，(16)に示される教師データ
の総数は n d = 110 × 131 = 14, 410となる．
表–1は以上の条件で実施した数値材料試験から得ら
れた教師データを用いて最適化したハイパーパラメー
タを示している．ここで，交差検証のためのデータ分
割数は ncv = 10とした．

(2) 代理モデルの精度検証
図–6のグラフは，図–5 (a)において Path A, Bとして
示す成分比率でノルムが 1%となるまでマクロひずみが
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図–7 代理モデルの応答と NMT結果の誤差
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図–8 解析条件

増加し，その後 0%となるまで減少する履歴を段階的に
代理モデルに入力して得られたマクロ応力–ひずみ曲線
と，対応する NMTの結果を示している．グラフより，
Path A，Bで共に代理モデルの応力-ひずみ関係がNMT
結果と概ね一致していることを確認できる．また，図–7
は次式で定義した誤差率を PathA，Bそれぞれについて
時刻歴で示している．

Error =

∥∥∥σ̃ surr − σ̃ nmt
∥∥∥

∥σ̃ nmt∥ (22)

履歴全体にわたって誤差率が 5%を下回っており，作成
した代理モデルは NMT結果と同等のマクロ応力-ひず
み関係を算出可能であると言える．

(3) 有限要素解析への適用
作成した代理モデルを用いて図–4 (a) に示す片持ち
梁の曲げ問題の有限要素解析を行う．境界条件として，
固定端側の節点変位を拘束し，自由端側には図–4 (b)
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図–9 荷重変位関係の比較

に示す履歴で強制変位を与える．図–8は実施する解析
ケースとそれぞれで使用する解析メッシュを示してい
る．ケース Surrでは代理モデルを用いて解析を行い，
ケース DA-40，250，1000では提案手法の精度を検証
するための直接解を実施する．ここで，直接解析とは
マクロ構造のメッシュに直接ミクロ構造を反映するこ
とで非均質材料の解析を実施する手法である．
図–9は各ケースで得られた，梁の自由端側における
垂直方向の荷重変位関係と，ケース Surrの解と他のケー
スの解との誤差を示している．ここで，誤差は次のよ
うに定義した．

Error =
f̃ surr

2, (i s)
− f̃ DA

2, (i s)√
1
n s

∑n s
i s=1

(
f̃ DA

2, (i s)

)2
(23)

ここに，n sは解析ステップ数であり，f̃ surr
2, (i s)

, f̃ DA
2, (i s)
はそ

れぞれケース Surrと直接解析で得られた第 i sステップ
における梁の自由端の反力の垂直方向成分である．図
10(b)より，ケース Surrの結果は直接解析の結果と類似
の傾向を示している．一方，誤差率は全てのケースに
対して 5%以上，DA-40に対しては 15%以上に達してい
るが，このような誤差の原因は代理モデルの精度では
なく，数学的均質化理論と直接解析におけるユニット
セルの取り扱いの違いであると考えられる．
提案手法の代理モデルはマクロ材料構成モデルを代
替しているため，ケース Surrの解析では数学的均質化
理論に基づいてユニットセルの寸法は無限小であると
仮定されている。一方で，直接解析におけるユニット
セルの寸法は有限の大きさである．そのため，均質化
理論に基づくマルチスケール解析と等価な結果を直接
解析によって得るためには，ユニットセルの寸法をマク
ロ構造の大きさに対して十分に小さくする必要がある．
実際図–9から，この計算例における直接解析の解がユ
ニットセルのサイズが小さくなるにつれ，ケース Surr
の結果に漸近する傾向にあることが確認できる．以上
の結果から，提案する代理モデルが分離型マルチスケー
ル解析におけるマクロ材料構成則を代替可能であると
考えられる．
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図–10 Domain Aにおける最大／最小主応力分布の比較
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図–11 Domain Bにおける最大／最小主応力分布の比較

(4) 局所化解析
最後に，図–8に示す Elem. A, Bにおいてケース Surr
で算出されたマクロひずみ履歴をユニットセルに与えて
ミクロ応力を計算する局所化解析を実施した．図–10，
11は局所化解析を行なうことで得られた最大／最小主
応力分布と，ケースDA-1000において得られたDomain
A, B内の主応力分布を示している．ここで，図に示す応
力分布は t = 50[s]（強制変位最大時）と，t = 100[s]（除
荷終了時）の値である．図より，各時刻において局所化
解析によってと直接解析と類似の応力分布が得られた
ことを確認できる．表–2は各領域，各時刻における最
大主応力の最大値と最小主応力の最小値の相対誤差を
示している．t = 50[s]における誤差は最大で 5%程度で
あり，提案手法が直接解析と同等の結果を算出している
といえる．また，Element Aについては t = 100[s]にお
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表–2 局所化解析で得られた主応力の相対誤差
最大主応力 σmax の最大値

Pseudo time Compared region Relative error [%]

50 (fully loaded)
Element A and domain A 1.97
Element B and domain B 5.35

100 (fully unloaded)
Element A and domain A 5.27
Element B and domain B 29.02

97 (ε̃12 ≈ 0) Element B and domain B 7.39
最小主応力 σ̃min の最小値

Pseudo time Compared region Relative error [%]

50 (fully loaded)
Element A and domain A 4.78
Element B and domain B 1.30

100 (fully unloaded)
Element A and domain A 1.73
Element B and domain B 85.42

97 (ε̃12 ≈ 0) Element B and domain B 8.02

いても t = 50[s]と同程度の誤差である．一方，Element
Bでは t = 100[s]で局所化解析と直接解析の誤差が最大
主応力に関して 29%，最小主応力に関して 85%となっ
ている．このような誤差が生じた原因は，t = 100[s]に
おける Element Bの変形状態が教師データ空間の外部
に存在するためだと考えられる．
図–12はケース Surrで得られた Element B内のマク
ロ応力–ひずみ関係を示している．除荷中に 2ε̃12 の値
が正から負へと転じているが，図–5から明らかにこの
ような履歴は教師データに含まれていない．すなわち，
t = 100[s]における Element Bの変形状態は教師データ
の空間外に存在するため，教師データの外挿によるRBF
補間が行われたことで計算精度が低下したと考えられ
る．実際，除荷中に ε̃12 がおよそ 0となる t = 97[s]で
は変形状態は教師データの空間内に存在し，このとき
の主応力の誤差は最大値と最小値の両方について 10%
未満である．以上の結果から，対象とする変形状態が
教師データ空間の範囲内に含まれていることが，提案
する代理モデルを適用可能な条件であることが確認さ
れた．

5. 結論
本研究では，均質化弾塑性構成則の代理モデルをRBF
補間を用いて作成する方法を提案した．提案手法の特
徴は以下の２点である．１点目はマクロ累積ひずみと
呼ばれる新たな履歴変数を RBF補間に導入することで
弾塑性材料の履歴依存性挙動を精度良く表現可能な補
間関数を提案した点であり，２点目は放射基底関数の関
数形をハイパーパラメータとして考慮し，最適化によっ
て決定した点である．まず，ユニットセルに対してさ
まざまな変形履歴を与える数値材料試験を実施するこ
とでマクロ応力–ひずみ関係とその履歴に関するデータ
ベースを作成した．このデータベースから作成した教
師データを RBF補間することで，マクロひずみとマク
ロ累積ひずみを入力としてマクロ応力を算出する均質
化弾塑性構成則の代理モデルを作成した．その際，代理
モデルの応答が適切な値となるように３つのハイパー
パラメータを交差検証と差分進化を用いて最適化した．
数値計算例においては，作成した代理モデルを用いて
マクロ解析と局所化を実施し，得られた結果を直接解
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図–12 Element Bのマクロ応力–ひずみ履歴

析の結果と比較することで提案手法の性能について検
証した．その結果，マクロ解析において発生する変形
状態が，教師データ空間の範囲内に収まる場合，提案
手法が直接解析と同等の結果を得られることが確かめ
られた．一方で，教師データ空間の範囲外となる変形
状態に対しては，提案手法の結果は直接解析の結果と
乖離することが確認された．そのため，マクロ解析で
発生する全ての変形状態を教師データ空間内に含む代
理モデルを作成することで，このような誤差は抑制さ
れると考えられる．以上の内容は現在，原著論文とし
て学術誌に投稿中である [6]．

謝辞: 本研究は JSPS科研費 22J13235，22K14142の
助成を受けたものです．
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