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Data-driven technology has been widely applied to various problems in science and engineering. In recent 

years, the community has focused on developing machine learning models that can integrate data and 

prior knowledge rather than purely data-driven approaches, and in particular, PINN (Physics-Informed 

Neural Network) has attracted much attention due to its applicability to both forward and inverse analysis. 

Since PINN trains based on both physical laws and data, the weights need to be chosen appropriately. In 

this study, we present a dynamic weight tuning method for PINN training. Numerical experiments show 

that the presented method enables accurate inverse analysis while keeping the additional computational 

cost within a reasonable range.  
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1． 緒言 

データ駆動型科学の技術は，幅広い分野で活用・応用が

展開されており，画像認識などの分野では機械学習技術

が成熟しつつある．同技術は工学分野にも拡張されつつ

あり，物理現象を評価するための新たな方法論としての

研究が盛んである．近年では，既知の物理的支配原理とデ

ータとの融合に基づく機械学習モデルの開発が展開され

ており[1,2]，中でもPINN（Physics-Informed Neural Network）

[3]は，要素離散化を必要としない点や，順解析・逆解析

の両者に柔軟に適用可能であるという特性から，幅広い

応用がなされている[1,4,5,6]． 

PINNは支配方程式とデータの情報を組みわせた学習を

行うため，それぞれにどの程度の重みを与えるべきかは

慎重に検討する必要がある．この重みは，多くの問題でハ

イパーパラメータとして取り扱われているものの[4,6]，

PINNの学習は重みの定め方により大きく影響されるため，

適切にチューニングすることが重要である[7,8,9]． 

そこで著者らは，PINNの学習過程にネットワーク中を

逆伝播する損失関数のパラメータ勾配を用いた動的重み

付け法（DN: Dynamic Normalization）を提案している[10]．

DNは，新たなハイパーパラメータを必要とするものの，

上記の重みを試行錯誤的に定める必要性を取り除きつつ

PINNによる近似解の高精度化を可能にする手法であり，

導入による計算コストの増分も数10%以内に抑えること

ができる．本研究では，先行研究[10]で順解析への応用に

留められていたDNを，PINNを用いた逆解析へと適用し，

その有用性を確認した． 

2． 機械学習手法 

(1) PINN: Physics-Informed Neural Network 

以下のように記述される初期値境界値問題を考える． 

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡, 𝒙) = ℱ[𝑢(𝑡, 𝒙); 𝝁] (1)  

𝑢(0, 𝒙) = 𝑔(𝒙) (2)  

𝑢(𝑡, 𝒙) = ℎ(𝑡, 𝒙) (3)  

ここで，式(1)は支配原理である偏微分方程式，式(2)，(3)

はそれぞれ初期条件，境界条件である．また，式(1)の

ℱ[⋅; 𝝁]は𝝁をパラメータに持つ偏微分作用素である．PINN

は，まず解𝑢をニューラルネットワーク𝑢̂により近似する．

入力𝐱 = {𝑡, 𝒙}(∈ ℝ𝑓in)，出力𝐲̂ = {𝑢̂}(∈ ℝ𝑓out )を持つ𝐿層の

ニューラルネットワークにおいて，第𝑙(= 1, 2, … , 𝐿)層に

おける順伝播𝐳(𝑙) (∈ ℝ𝑓hidden
(𝑙)

)は，以下の通りである． 

𝐳(𝑙) = 𝜎(𝑙)(𝐖(𝑙)𝐳(𝑙−1) + 𝐛(𝑙)) (4)  

ここで，𝐳(0) = 𝐱，𝐳(𝐿) = 𝐲̂であり，𝜎(𝑙)(⋅)は活性化関数と

呼ばれる，要素ごとに作用する非線形写像（出力層でのみ

恒等写像）である．また，𝐖(𝑙)，𝐛(𝑙)は第𝑙層における重み，

バイアスであり，これらは，以下の損失関数を最小化する

ことで学習する． 

ℒ = 𝜆PDEℒPDE + 𝜆ICℒIC + 𝜆BCℒBC + 𝜆DataℒData 

= ∑ 𝜆𝑗ℒ𝑗

𝑗

 
(5)  
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ℒPDE = ∑ |
𝜕

𝜕𝑡
𝑢̂𝑖 − ℱ[𝑢̂𝑖; 𝝁]|

2

𝑖

 (6)  

ℒIC = ∑|𝑢̂𝑖 − 𝑔(𝒙𝑖)|2

𝑖

 (7)  

ℒBC = ∑|𝑢̂𝑖 − ℎ(𝑡𝑖 , 𝒙𝑖)|2

𝑖

 (8)  

ℒData = ∑|𝑢̂𝑖 − 𝑢(𝑡𝑖 , 𝒙𝑖)|2

𝑖

 (9)  

ここで，𝑢̂𝑖 = 𝑢̂(𝑡𝑖 , 𝒙𝑖;  𝜽)，𝜽はパラメータベクトルである

（𝜽 = {𝐖(𝑙), 𝐛(𝑙)}
𝑙=1

𝐿
）．また，𝜆𝑗は各損失項に与える重み

であり，それぞれの相対的な重要度を示す． 

学習には，勾配降下法を用いることとする．勾配降下法

による学習は，以下の通りである． 

𝜽(𝑛+1) = 𝜽(𝑛) − 𝜂(𝑛)∇𝜽ℒ(𝜽(𝑛)) 

= 𝜽(𝑛) − 𝜂(𝑛) ∑ 𝜆𝑗∇𝜽ℒ𝑗(𝜽(𝑛))

𝑗

 
(10)  

ここで，𝜽(𝑛)，𝜂(𝑛)はそれぞれ𝑛エポック目でのパラメータ，

学習率である． 

(2) 動的重み付け法（DN: Dynamic Normalization） 

損失関数ℒ(𝜽)の，𝜽(𝑛)まわりでの2次までのTaylor展開

を考える． 

ℒ (𝑛+1) = ℒ (𝑛) + Δ𝜽(𝑛)⊤
𝐆(𝑛) 

+
1

2
Δ𝜽(𝑛)⊤

𝐇(𝑛)Δ𝜽(𝑛) 
(11)  

表記の簡略化のため，ℒ (𝑛) = ℒ(𝜽(𝑛+1))，𝐆(𝑛) = ∇𝜽ℒ(𝜽(𝑛))，

𝐇(𝑛) = ∇𝜽
2ℒ(𝜽(𝑛) + 𝛼Δ𝜽(𝑛))とした．なお，𝛼 ∈ (0, 1)である．

式(10)，および式(11)から，以下を得る． 

ℒ (𝑛+1) − ℒ (𝑛) = −𝜂(𝑛)‖𝐆(𝑛)‖
2

2
 

+
1

2
(𝜂(𝑛))

2
𝐆(𝑛)⊤

𝐇(𝑛)𝐆(𝑛) 
(12)  

ここで，右辺第2項はPINNの学習過程を洞察する上で有用

であるものの[8]，𝐇(𝑛)の計算が高負荷であるため，実用

上，これを利用して重みを定めることは非現実的である．

したがって，動的重み付け法（DN: Dynamic Normalization）

[10]では第2項を無視し，第1項の勾配に関する項に基づき

重みを定める．まず，式(12)を以下のように変形する． 

∑ Δℒ𝑗
(𝑛)

𝑗

= −𝜂(𝑛) ‖∑ 𝜆𝑗
(𝑛)

𝐆𝑗
(𝑛)

𝑗

‖

2

2

 (13)  

ここで，𝑗番目の損失項ℒ𝑗
(𝑛)
が，対応する勾配𝐆𝑗

(𝑛)
によって

のみ減少されると仮定すれば，Δℒ𝑗
(𝑛)

= −𝜂(𝑛) ‖𝜆𝑗
(𝑛)

𝐆𝑗
(𝑛)

‖
2

2

である．なお，PINNの学習過程においては，各損失項に

応じて勾配の分布に散付きが現れやすいことが知られて

おり[8,11]．特に他の損失項と比較して，支配方程式から

の残差を評価する項ℒPDEを急速に減少させる傾向が存在

する（すなわち，‖𝐆PDE‖2 ≫ ‖𝐆BC‖2など）[9]．物理的な

問題を評価する上では支配方程式だけでなく，初期条件・

境界条件も考慮する必要があることから，複数の損失項

を同等の速度で減少させることが重要である．以上より，

複数の損失項を同等の速度で減少するには，以下の関係

が満足されるべきである． 

‖𝜆𝑗
(𝑛)

𝐆𝑗
(𝑛)

‖
2

2
= −𝜂(𝑛) ‖𝜆𝑘

(𝑛)
𝐆𝑘

(𝑛)
‖

2

2
 (14)  

ここで，相対的な重み（重要度）を考えるため，𝜆𝑘
(𝑛)

= 1.0

とすると，以下の重みを得る． 

𝜆𝑗
(𝑛)

=
‖𝐆𝑘

(𝑛)
‖

2

‖𝐆𝑗
(𝑛)

‖
2

 (15)  

ここで，𝜆𝑗
(𝑛)
は学習過程で計算される勾配に基づいて計算

されるため，学習中に動的に変化する．また，計算負荷を

抑えるため，𝜏(≥ 1)エポックごとに更新することとする

（例えば，𝜏 = 5, 10など[8,10,11]）．ただし，式(15)の定義

を直接適用すると，𝜆𝑗
(𝑛)
が大きく振動することから，指数

減衰率𝛽(∈ [0, 1))を用いて以下の平滑化を施す． 

𝜆̂𝑗
(𝑛)

=
‖𝐆𝑘

(𝑛)
‖

2

‖𝐆𝑗
(𝑛)

‖
2

 (16)  

𝜆𝑗
(𝑛)

= 𝛽𝜆𝑗
(𝑛−1)

+ (1 − 𝛽)𝜆̂𝑗
(𝑛)

 (17)  

ここで，𝛽 = 0とすると，式(15)に一致する．𝛽はハイパー

パラメータであり，経験的に𝛽 → 1で𝜆𝑗
(𝑛)
が安定すること

が知られている（𝛽 = 0.9, 0.99など[10]）． 

3． 数値実験 

本章では，上述の動的重み付け法（DN: Dynamic 

Normalization）を適用し，PINNによる逆解析を行った数値

実験を示す．本研究で用いたネットワーク構造は，

{𝑓hidden
(𝑙)

}
𝑙=1

𝐿−1
= 𝑓hidden = 50，𝐿 = 5とし[9,12]，活性化関数

には{𝜎(𝑙)(⋅)}
𝑙=1

𝐿−1
= 𝜎(⋅) = tanh(⋅)を選択した[13]．活性化

関数の選択に伴い，重みの初期値にはGlorotの初期値[14]

を採用した．最適化手法にはAdam[15]を採用し，学習率𝜂

は𝜂 = 0.001，1次・2次モーメント推定の指数減衰率𝛽1，

𝛽2はそれぞれ𝛽1 = 0.9，𝛽2 = 0.999とした．なお，本論文

におけるPINNの開発にはTensorFlow[16]を，学習には

NVIDIA RTX A6000を用いた． 

(1) ハイパーパラメータの検討 

まず，動的重み付け法（DN: Dynamic Normalization）で

導入されるハイパーパラメータに関して，先行研究[10]，

および類似の研究[8,11]から，一定の指針は示されている

ものの，未だ議論の余地が残される．本節では，動的重み

の指数減衰率𝛽，および更新間隔𝜏に関する検討を行う．
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検証問題として，先行研究[9]に倣い熱拡散方程式を取り

上げる．支配方程式，および初期条件，境界条件は以下の

ように与えられる． 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 (18)  

𝑢(0, 𝑥) = sin(𝜋𝑥) (19)  

𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 1) = 0 (20)  

ここで，𝑡 ∈ [0, 0.5]，𝑥 ∈ [0, 1]，𝜈は拡散係数であり，𝜈 =

1.0とした．上記には以下の厳密解が存在する（図-1参照）． 

𝑢 = sin(𝜋𝑥) exp(−𝜈𝜋2𝑡) (21)  

図-1には，マゼンタ色の四角形で示す点が観測点であり，

式(9)の𝑢(𝑡𝑖 , 𝒙𝑖)に相当する．ここでは，𝑥 = {0.25, 0.5, 0.75}

の3点において𝑡 = {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5}に観測される温度

の情報から拡散係数𝜈を逆解析する．10,000エポックだけ

学習を行うこととし，テストエラーの推移，学習コストの

増加に基づき𝛽，𝜏の設定を検討する．それぞれに対して

𝛽 = {0, 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 0.99, 0.999}，𝜏 = {1, 10}の範囲

でグリッドサーチを行った結果，いずれの𝜏に対しても

𝛽 < 0.9ではテストエラーがほとんど減少しなかったため，

𝛽 = {0.9, 0.99, 0.999}の結果のみ示す． 

10,000エポック間のテストエラーの推移を図-2に示す．

また，𝜏と学習コストとの関係を表-1に示す．表-1には，

比較のため，動的重みを適用しない場合（w/o DN）のコ

ストを記し，括弧内には増分を示している．図-2より，𝜏 =

1の場合，𝛽 = 0.9, 0.99ではテストエラーが減少せず，𝛽 =

0.999でのみその減少が確認できる．𝜏 = 10では，𝛽 = 0.9

ではテストエラーが減少しないものの，𝛽 = 0.99, 0.999で

適切な学習が実行できている．以上より，𝛽を1,0に近い値

に定めておき，式(16)，(17)で定める動的重みを緩やかに

変化させることで安定した学習が可能になると考える．

なお，表-1より，𝜏の選択によって学習コストに隔たりが

ある．上記の𝛽に関する議論より，安定した学習のために

は，動的重みは緩やかに変化させることが好ましい．また，

主に式(16)の計算に起因する学習コストの増分は小さく

抑えるべきである．以上から，本研究では𝛽 = 0.99, 0.999，

𝜏 = 10を選択する． 

(2) 1次元熱拡散方程式 

前節と同じ問題において，動的重みを適用しない場合

（w/o DN）と適用する場合（w/ DN）での結果を比較する．

なお，ニューラルネットワークの重みの初期値[14]は確率

分布から抽出されるため，学習・推論には一定のランダム

性が含まれる[17]．したがって，ここでは異なる乱数シー

ドを用いて10回の独立な試行を行った結果を示す． 

30,000エポックのフルバッチ学習を行い，拡散係数𝜈の

逆解析を行った．学習過程での推定値の推移を図-3に示

す．図-3では，10試行の平均値を実線で，標準偏差の2倍

の区間を網掛け線で示している．また，学習終了時点での

 

図-1 熱拡散方程式の参照解 

 

 

図-2 熱拡散方程式: テストエラーの推移 

 

表-1 熱拡散方程式: 更新間隔𝜏と学習コスト 

 

Method 𝜏 
Training time 

(sec / 10,000 epochs) 

w/o DN - 182.69 (× 1.00) 

w/ DN 1 231.80 (× 1.27) 

w/ DN 10 189.96 (× 1.04) 

 
 

 

図-3 熱拡散方程式: 拡散係数の推定値の推移 

 

表-2 熱拡散方程式: 拡散係数の推定結果 

 
Method 𝛽 𝜏 Identified 𝜈 (± std) 

w/o DN - - 0.9952 (±7.5 × 10−4) 

w/ DN 0.99 10 0.9998 (±4.9 × 10−4) 

w/ DN 0.999 10 0.9996 (±4.8 × 10−4) 
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拡散係数𝜈の推定値を表-2に示す．表-2でも図-3と同様に

10試行の平均値と標準偏差を示している．図-3より，動的

重みを適用しない場合のPINNは，30,000エポックの学習

では未だ真値へ収束しきれておらず，高精度な逆解析の

ためには，より長時間の学習が必要であると予想される． 

一方，動的重みを適用した場合には10,000エポックの

学習を終えた時点で比較的良好な推定値を得ており，そ

の後，徐々に真値へと漸近している．上記より，本問題に

おいては，式(16)，(17)で定める動的重みはPINNを用いた

逆解析において高速化・高精度化に寄与していると考え

る． 

(3) 1次元移流拡散方程式 

続いて先行研究[18]に倣い，移流拡散方程式を取り上げ

る．支配方程式，初期条件，境界条件は以下の通りである． 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 (22)  

𝑢(0, 𝑥) = − sin(𝜋𝑥) (23)  

𝑢(𝑡, −1) = 𝑢(𝑡, 1) = 0 (24)  

ここで，𝑡 ∈ [0, 1]，𝑥 ∈ [−1, 1]である．𝜇は移流速度，𝜈は

拡散係数であり，𝜇 = 1.0，𝜈 = 0.1 𝜋⁄ ≅ 0.0318とした[18]．

上記の問題にはFourier無限級数による厳密解が知られて

いるが[19]，ここでは800項までの有限級数を参照解とす

る[18]（図-4参照）．ただし，級数展開が煩雑であるため，

参照解の式の記述は省略する（[19]参照）．本問題では，

𝑥 = {−0.5, 0.0, 0.5}の3点において𝑡 = {0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0}

に観測される濃度の情報（図-4内のマゼンタ色の四角形）

から移流速度𝜇と拡散係数𝜈を逆解析する．また，初期化

による結果の散付きを考慮するため，異なる乱数シード

を用いて10回の独立な試行を行った結果を報告する． 

60,000エポックのフルバッチ学習を行った結果を示す．

学習過程での移流速度𝜇の推定値，拡散係数𝜈の推定値の

推移を図-5，図-6にそれぞれ示す．前節と同様に10試行の

平均値を実線で，標準偏差の2倍の区間を網掛け線で示す．

また，学習終了時点でのそれぞれの推定値（平均値・標準

偏差）を表-2，表-3に示す．図-5，および表-2より，60,000

エポックの学習では，動的重みを適用しない場合と適用

する場合の両者で，高精度に移流速度の推定が実行でき

ている．一方，図-5，表-3より，動的重みを適用しない場

合と(𝛽, 𝜏) = (0.99, 10)として適用した場合とでは，両者に

明確な差がほとんど見られないが，(𝛽, 𝜏) = (0.999, 10)と

して動的重みを適用した場合には，拡散係数の逆解析が

僅かに高精度化している．以上より，本問題においては，

動的重みを適用することで僅かな高精度化が期待できる

ものの，結果には顕著な影響を与えるものではなかった．

著者らが提案するDN以外の動的重み付け手法に関する

研究でも，重みが結果に大きく影響する問題と影響し辛

い問題があることが報告されており[8,11]，今後どのよう

な問題に対して重みを考慮すべきか整理する必要がある． 

 

図-4 移流拡散方程式の参照解 

 

 

図-5 移流拡散方程式: 移流速度の推定値の推移 

 

表-2 移流拡散方程式: 移流速度の推定結果 

 
Method 𝛽 𝜏 Identified 𝜇 (± std) 

w/o DN - - 1.0002 (±2.1 × 10−4) 

w/ DN 0.99 10 1.0001 (±2.5 × 10−4) 

w/ DN 0.999 10 1.0001 (±2.2 × 10−4) 

 

 

図-6 移流拡散方程式: 拡散係数の推定値の推移 

 

表-3 移流拡散方程式: 拡散係数の推定結果 

 
Method 𝛽 𝜏 Identified 𝜈 (± std) 

w/o DN - - 0.0324 (±9.3 × 10−5) 

w/ DN 0.99 10 0.0324 (±9.1 × 10−4) 

w/ DN 0.999 10 0.0321 (±9.2 × 10−5) 
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4． 結言 

本研究では，PINNの学習においてハイパーパラメータ

として設定されてきた各損失項に与える重みの動的な定

め方を議論した．著者らの先行研究[10]では，式(16)，(17)

で定める動的重みの適用は順解析に留まっていた．本研

究では，同様に定めた重みをPINNを用いた逆解析に適用

した．特定の損失項が対応する勾配のみによって減少す

るという仮定が導入されているものの，数値実験から，そ

の一定の有用性を確認した．熱拡散方程式に関する数値

実験では，逆解析の高速化・高精度化において一定の成果

があることを確認したものの，移流拡散方程式において

は，重みを適用しない場合と比較してほぼ同等の結果で

あった．これまでに，重みを調整しなくとも一定の精度で

順解析・逆解析が可能である例も複数示されていること

から[3,9,20]，今回数値実験例として取り上げた移流拡散

方程式（また，考えた初期条件，境界条件）も重みの効果

が顕著に表れなかったものと考える．今後は，[8]に倣い，

式(11)，(12)のヘッシアン𝐇(𝑛)の情報を活用することで，

問題に応じ，重み調整の必要性を検討する予定である．ま

た，著者らが提案する動的重みの性質として，指数減衰を

施しているため，学習の初期段階では重みが初期値向き

にバイアスされている．特に，𝛽が 1.0 に近い値をとると

き，長時間の学習をしなければ重みが変動し辛いため，動

的重み付け法にも改善の余地がある．例えば，Adam[14]

に倣い，バイアス補正を施すことなどで，学習初期段階か

ら適切に重みが変動することが期待できる．上記の課題

に関しても，今後検討する予定である． 
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