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ベクトル・テンソル解析再考

Reconsideration of Vector and Tensor Analysis
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In conventional vector analysis, gradient of scalar field and divergence and rotation of vector field are intro-
duced as differential quantities under some physical concepts in fluid mechanics and solid mechanics. In this
reconsideration the above differential quantities of not only scalar and vector fields but also (second order)
tensor field can be defined mathematically on each differential mapping without any physical consideration.
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1. はじめに
ベクトル解析はスカラー場とベクトル場の微分積分
の体系化である。特に、その基本はそれらの場の変動を
とらえるための微分量として導入されているスカラー
場の勾配とベクトル場の発散と回転である [1,2]。しか
し、ベクトル場の勾配は後述するように重要な微分量
であるにも拘わらず通常のベクトル解析で触れられる
ことが少ない。その理由として考えられることは、そ
の微分量が 2階のテンソルとなりテンソルの理解が必
要となるからである。
一方、計算力学の基幹理論である連続体力学では、変
形を表現するために変形勾配や変位勾配が基本的な量
となっている。したがって、連続体力学の基本数理と
してはスカラー場とベクトル場だけではなくテンソル
場を含めた微分積分としてのベクトル・テンソル解析
が必要である。
このような見地からベクトル・テンソル解析を一貫
して構成する試みを既に文献 [3,4]に示してきた。この
再考では、各場の微分量が対応する微分写像とどのよ
うな関係に基づいて定義できるのかを明確にし、その
表現がベクトル演算のスカラー積やベクトル積の拡張
によって与えられることを示す。

2. 線形写像とその表現
(1) Gibbs積
ベクトル解析をテンソル場を含めてベクトル・テン
ソル解析として統一的に理論化するのに必要な数理を
まとめておく。
線形写像としてのテンソルを表現する際に、2つのベ
クトルに対してGibbs[5]によって導入された dyad積が
有効である [6]。本再考ではこのような積を単にベクト
ル同士だけではなく、スカラーとテンソルを含めて拡
張する。そこで、後述する線形写像を dyad積を含めて
Gibbs積 (Gibbs product)と呼ぶことにする。
定義のベースとなるベクトル空間を内積線形空間 V
とし、その各元に対して 3種類の Gibbs積を V のスカ
ラー積を基に次のように定義する。

• (a ⊙ b ) ∈ L(V, R) ≡ V∗;

(a ⊙ b )[u] := a( u · u ) = ( a b · u ) (1)

• (a ⊙ b ) ∈ L(V,V) ≡ L(V);

(a ⊙ b )[u] := a( b · u ) (2)

• (A ⊙ b ) ∈ L(V, L(V)) ≡ L2(V);

(A ⊙ b )[u] := A( b · u ) (3)

ただし、a, u ∈ R, b,u ∈ V, A ∈ L(V)とする。
この定義から上記の線形写像の随伴写像 (adjoint)が
次のように定められる。

• ( a ⊙ b )a = ( b ⊙ a ) ∈ L(R,V) (4)

( b ⊙ a )[u] := b( a · u ) = ( ba )u

• ( a ⊙ b )a = ( b ⊙ a ) ∈ L(V) (5)

( b ⊙ a )[u] := b( a · u )

• ( A ⊙ b )a = ( b ⊙ A ) ∈ L(L(V),V) (6)

( b ⊙ A )[U] := b( A · U )

なお、式 (1)から線形関数 ( a ⊙ b )のスカラー積表現
定理 [7]により、ベクトル表現を次のように表すものと
する。

( a ⊙ b )V = ab ∈ V (7)

さらに式 (4)から

( b ⊙ a )[1] = ba ∈ V (8)

となり、ベクトル bの実数 a倍は、線形写像と関係づ
けられた。すなわち、

ab = ( a ⊙ b )V = ( b ⊙ a )[1]

(2) ドット積
2つのベクトルに対して定義されるスカラー積をベク
トルとテンソルに対する演算として拡張する。ただし、
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この演算は次のように写像となることに注意しなけれ
ばならい。そこでこの演算をドット積 (dot product)と
呼びスカラー積の記号を流用する。

• ( A · b ) ∈ L(R,V);

( A · b )[u] := A[bu] = (A[b])u (9)

• ( b · A ) ∈ L(V, R) ≡ V∗;

( b · A )[u] := ( b · A[u] ) = ( Aa[b] · u ) (10)

このドット積（写像）の間には次の関係が成り立つ。

( b · A )a = ( Aa · b ) (11)

したがって、ベクトルとテンソルのドット積は可換と
はならない。なお、このドット積の定義から写像とし
てのドット積に対して、次の表現を得る。

( A · b )[1] = A[b]1 = A[b] (12)

( b · A )V = Aa[b] (13)

(3) クロス積
次に、ベクトル同士のベクトル積演算をベクトルと
テンソルに対する演算として次のように拡張し、その
演算をクロス積 (cross product)と呼び、ベクトル積の記
号を流用する。

• ( A × b ) ∈ L(V) ;

( A × b )[u] := A[b × u] (14)

• ( b × A ) ∈ L(V) ;

( b × A )[u] := ( b × A[u] ) (15)

この定義から、

( A × b )a = −( b × Aa ) (16)

となるので、このクロス積は交代性を有しない。　

(4) Gibbs積のドット積表現
線形写像の行列表現において、そのトレース (trace)
演算を施すとその行列の対角成分の総和としてスカラー
が得られる。そこで、このような演算を線形写像が dyad
積であらわされる場合について考えると次のように 2
つのベクトルのスカラー積として表されることになる。

Tr [( a ⊙ b )] : = ( ei · ( a ⊙ b )[ei])

= ( b · a ) = ( a · b ) (17)

= Tr [( b ⊙ a )]

そこで、このトレース演算を Gibbs積に対して次のよ
うに拡張し、T̃ rと表すことによって、Gibbs積による
線形写像のドット積表現が与えられる。

T̃ r [( A ⊙ b )] : = (( A ⊙ b )[ei])[ei]

= A[b]

= ( A · b )[1] (18)

T̃ r [( Aa ⊙ b )] = Aa[b]

= ( b · A )V (19)

(5) Gibbs積のクロス積表現
交代線形写像のベクトル積表現定理 [7]によれば、交
代線形写像は 2つのベクトルのベクトル積として表現
されることになる。そのベクトルは交代線形写像の軸
ベクトルと呼ばれている。そこで、線形写像をベクト
ル積に変換するような写像を Tvと表し次のように定義
する。

Tv [( a ⊙ b )] : = ( ei × ( a ⊙ b )[ei] )

= ( b × a ) (20)

さらに、Gibbs積をクロス積に変換する写像を Tv の拡
張と考え T̃v と表し次のように定義する。

Tv [( A ⊙ b )] : = ( ei ⊙ e j )( (A ⊙ b )[e j × ei])

= ( b × A ) (21)

3. 場とその微分写像
(1) 場とその表現
ベクトル・テンソル解析で対象となる量は 3次元空間
の点において定義されるスカラー値、ベクトル値、テ
ンソル値関数である。これらの関数は、スカラーば、ベ
クトル場、テンソル場と呼ばれている。この各場を次
のように定義する。

3次元ユークリッド点空間を E とし、それに付随す
る内積ベクトル空間を V とする。E の座標枠として、
原点と呼ぶ点Oと V の右手系の正規直交基底　 {ei}を
選ぶ。そこで、Eの任意の点 Pに対して、スカラー場、
ベクトル場、テンソル場をそれぞれ f (P), f (P), F(P)と
表す。各場に対し、次のように表現する。

f (P) : = f (P)1 (22)

f (P) : = f i(P)ei (23)

F(P) : = F i
j(P)( ei ⊙ e j ) (24)

ただし、1は実空間 Rの単位基底、( ei ⊙ e j )は L(V)
の標準基底とする。

(2) 場の微分写像
ベクトル・テンソル解析における基本微分量を定義
するために各場の微分写像を導入する。微分写像は各
場の方向微分係数を用いることによって次のように定
義できる。

d f (P) : = ( f (P) ⊙ ∇ ) (25)

d f (P) : = ( f (P) ⊙ ∇ ) (26)

dF(P) : = ( F(P) ⊙ ∇ ) (27)

ただし、記号∇は微分演算子ナブラ（ベクトル）とする。
上記の微分写像からそれらの随伴写像を定めると次

のようになる。

(d f (P))a : = ( ∇ ⊙ f (P) ) (28)

(d f (P))a : = ( ∇ ⊙ f (P) ) (29)

(dF(P))a : = ( ∇ ⊙ F(P) ) (30)

以上の結果から各場の微分写像とその随伴は、場と微
分演算子ナブラの Gibbs積として表すことができた。
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4. スカラー場の微分量
スカラー場の微分量として勾配が定義されている。本
論ではその勾配を前述した微分写像とその随伴に注目
して以下のように定義する。

gradr f (P) : = ( d f (P) )V = f (P)∇ (31)

gradl f (P) : = ( d f (P) )a[1] = ∇ f (P) (32)

この 2つの勾配ベクトルの定義によりそれらは一致す
ることがわかる。すなわち、

gradr f (P) = gradl f (P) (33)

ただし、下の添え字 r(right), l(le f t)は、各々微分演算子
ナブラの場に対する右、左作用方向を示すものとする。
この結果、スカラー場の慣用の勾配の表現がスカラー
場の微分写像と関係づけられ、ナブラの f (P)倍（ベク
トルの実数倍）となる。

5. ベクトル場の微分量
(1) 微分量
ベクトル場の微分量としては従来の発散と回転のほ
かに勾配も定義できる。そこで以下では、その 3種類
の微分量をすでに定めた微分写像を用いることによっ
て定義できることを示す。

(2) 勾配
ベクトル場の勾配はテンソル場として既に示したスカ
ラー場の勾配の定義の拡張と考えて、微分写像 (26,29)
を用いて次のように定義する。

gradr f (P) : = d f (P) = ( f (P) ⊙ ∇ ) (34)

gradl f (P) : = ( d f (P) )a = ( ∇ ⊙ f (P) ) (35)

この定義より両者はベクトル場 f (P)と ∇とのGibbs積
表現となるが、

gradr f (P) = ( gradl f (P) )a (36)

となるので、スカラー場の勾配量を導入する場合は区
別が必要となる。.

(3) 発散
ベクトル場の発散はベクトルのスカラー積表現を用
いてスカラー場として定義されている。そこで、ベク
トル場の発散を Gibbs積表現として表されている微分
写像のトレース演算 (17)によって次のように定義する。

divr f (P) : = Tr [ d f (P) ] = Tr [ ( f (P) ⊙ ∇ ) ]

= ( f (P) · ∇ ) (37)

divl f (P) : = Tr [ (d f (P))a ] = Tr [ ( ∇ ⊙ f (P) ) ]

= ( ∇ · f (P) ) (38)

この結果、両定義は一致し f (P)と ∇のスカラー積表現
となり慣用の定義となる。すなわち、

divr f (P) = divl f (P) = ( ∇ · f (P) ) (39)

(4) 回転
ベクトル場の回転はベクトルのベクトル積を用いて

ベクトル場として定義されている。そこで、ベクトル
場の回転を微分写像 (26)と (29)のベクトル積表現 (20)
を用いて次のように定義する。

rotr f (P) : = Tv[ ( d f (P) )a ] = Tv[ ( ∇ ⊙ f (P) ) ]

= ( f (P) × ∇ ) (40)

rotl f (P) : = Tv[ d f (P) ] = Tv[ ( f (P) ⊙ ∇ ) ]

= ( ∇ × f (P) ) (41)

この結果、両者はベクトル f (P)と ∇とのベクトル積表
現となるが、お互いに符号が異なることになる。すな
わち、

rotl f (P) = −rotr f (P) = ( ∇ × f (P) ) (42)

したがって慣用のベクトル場の回転は左回転 rotl f (P)
であることがわかる。

6. テンソル場の微分量
(1) 微分量の導出
テンソル場の微分量として、勾配、発散、回転が考

えられる。これらの微分量を導出するには次の 2つの
方法が考えられる。

1.　テンソル場の微分写像からの導出
すでに 3，4章で用いてきた場の微分写像からの

導出法をテンソル場を対象として適用する。　
　 2.　ベクトル場の微分量からの導出　

テンソル場の任意の定ベクトルの像をベクトル場
として考えて、このようなベクトル場に対して既に定
義した微分量を用いてテンソル場の微分量を導き出す
方法 [8]。
本論では、既にスカラー場とベクトル場の微分量の

導出で用いた場の微分写像からの導出法を採用する。

(2) 勾配
スカラー場とベクトル場の勾配の定義の拡張として、

テンソル場の微分写像 (27)とその adjoint (30)とを用い
てテンソル場の勾配を次のような 3階テンソルとして
定義する。

gradr F(P) : = dF(P) = ( F(P) ⊙ ∇ ) (43)

gradl F(P) : = ( dF(P) )a = ( ∇ ⊙ F(P) ) (44)

この定義からテンソル場の勾配は、テンソル場とナブ
ラの Gibbs積表現として与えられ、両者は次の関係と
なる。

gradr F(P) = ( gradl F(P) )a (45)

したがって、テンソル場の勾配を用いる際には区別が
必要となる。

(3) 発散
前章でベクトル場の発散を微分写像 (26)のトレース

演算によるベクトル場とナブラのスカラー積表現 (39)
として与えた。そこで、テンソル場の発散に対しても
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微分写像のトレース演算の拡張として導入した写像 T̃r

を用いる。さらに、その写像のドット積表現 (18,19)に
注目してテンソル場の発散を次のように定義する。

divr F(P) : = T̃r [ dF(P) ] = T̃r [ ( F(P) ⊙ ∇ ) ]

= ( F(P) · ∇ )[1] = F(P)[∇] (46)

divl F(P) : = T̃r [ dFa(P) ] = T̃r [ ( Fa(P) ⊙ ∇ ) ]

= ( ∇ · F(P) )V = Fa(P)[∇] (47)

この定義よりテンソル場の発散ベクトル場は、基本的
にテンソル場のナブラに対する像として表されること
になった。この像はベクトルのスカラー積の拡張であ
るドット積表現となっている。したがって、この表現は
ベクトル場の発散（スカラー場）の拡張となっている
ことになる。なお、この定義からベクトル場の発散が
有する定義の対称性とは異なる次の性質を有すること
に注意しなければならない。

divr F(P) = divl Fa(P) (48)

(4) 回転
前章でベクトル場の回転を微分写像 (26)のベクトル
積表現 (40,41)を用いて 2つのベクトルのベクトル積表
現として与えた。そこで、テンソル場の回転に対して
もテンソル場の微分写像に対する写像 T̃vの適用を考え
る。さらに、その写像のクロス積表現 (21)に注目して
テンソル場の回転（2階テンソル場）を次のように定義
する。

rotl F(P) : = T̃v [ dF(P) ]

= T̃v [ ( F(P) ⊙ ∇ ) ]

= ( ∇ × F(P) ) (49)

rotr F(P) : = −( T̃v [ dFa(P) ] )a

= −( T̃v [ ( Fa(P) ⊙ ∇ ) ] )a

= ( F(P) × ∇ ) (50)

この定義により、テンソル場の回転（2階テンソル場）
は基本的にはテンソル場とナブラのクロス積表現とし
て表されることになった。したがって、この表現はベ
クトル場の回転（ベクトル場）の拡張となっている。な
お、上記の表現においてクロス積の性質から両者の間
には次の関係が成り立つことになる。

rotr F(P) = −( rotl Fa(P) )a (51)

この定義からテンソル場の回転の導入に関しても区
別が必要となる。

7. おわりに
ベクトル解析における場の微分量であるスカラー場
の勾配（ベクトル場）、ベクトル場の発散（スカラー
場）と回転（ベクトル場）は、微分演算子ベクトルで
あるナブラを用いたベクトル演算としての実数倍、ス
カラー積、ベクトル積によって定義されることが多い。
したがって、それらの量が微分量であるにもかかわら
ず場の微分写像との関係が必ずしも明確となっていな
い。さらに、ベクトル場の勾配は 2階テンソル場とな
るという理由からかベクトル解析に導入されることも
少ない。そこで、本再考ではこれらの問題点を解決す
べくベクトル場のみならずテンソル場を含めた微分量
の統一的な導入について議論した。
各場の微分写像及びその adjointを場とナブラに関す
る dyad積を含む Gibbs積として表現し、すべての微分
量をその表現から定義できることを示した。さらに、導
入の基本となる Gibbs積に対して、場とナブラとのス
カラー積とベクトル積を拡張したドット積とクロス積
表現を与えるための線形写像を導入することによって、
各場の微分量がナブラ表現として与えられた。なお、こ
の導入された線形写像は線形関数のスカラー積表現定
理および交代線形写像のベクトル積表現定理の拡張と
して位置づけられる。
最後に、本論で導入した各場の微分量に対する積分
定理に関する再考を引き続き示して行きたい。
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